HACTABA MATEMATHWEKE Y CPEIIH0J HIKOJIN

ITerap CBupuesuh

PYHRIINJE KOJE ITPEJICTABJBAJY
ITAPABOJIY NJIN XUITEPBOJIY

OmnmrTa UMIVTMIUTHA jeIHAUMHA KPUBE IPYTOT pena je
(1) Az® 4+ Bzy + Cy* + Dz + Ey+ F = 0.
Taj obauk 06yxBaTa CBe KpuBe Iyror pena (KPYsKHUILY, eJNUICY, XUIepOOoIy U mapa-
Boiy; ma 4ak u mpasy).
Jacuo je ma muvensuonupame jennaxoctu (1) mMmIMIUpa jenHakoCTH:
[Alp=[Blp=[Clp=L"", [Dlp=[Elp=1, [Flp=L.

Csaka kBagpatHa KpuBa gata moMmohy (1) npusuamo je 3anara nomohy 6 mapamerapa,
7 toMoNy BUX MOMKEMO aHAIM3MPATHU HEHE TPAHCIUpPaHe u poTupane obauke. Hanwme,
BuauMo na (1) mpeacraBimba KBaAPATHY KPUBY ako je 6ap jedaH OX KOe(QUIMjeHTa y3
KBaJpaTHE 4iaHoBe pa3iauuut on 0, 1 OHZa HAKOH OHeobe Te jedHAUNHE TUM KOe(uuu-
jerToM mobmjamMo HOpMUpAHU OOJUK MO jeAHOM KBaIPATHOM UJIAHY, a TO 3HAUM Ha je
KpUBa Yy OMIITEM CJIyYajy 3aJaTa 3ampaBo moMoNy 5 mapamerapa.

HAnmoMEHA 1. Yecro ce y Maremarnny n3paskaBaMoO KOJOKBU]aJIHO, U TO IPBEH-
cTBeHO 300T TOora mMa CKpaTuMmo ucka3. Tako Nemo 3a jennaummy mpase pehu ma je To
mpaBa, OJHOCHO 3a jeaHadnHy kpuBye Nemo pehu ma je To kpuBa, mpemza cy TO ABa
OUTHO pa3nIUyuTa MOjMa.

HanoMmeEHA 2. IIpasa mata ca x = ¢ (xg = const), akie HOpMAIHA HA
alCIUCHY oCy, ceue paBHy kpuBy F'(z,y) = 0 y jenHoj tauku, OHZA 1 CAMO OHZA KaIa
je ra kpuBa ¢yurnuja. CBakako ma xp Mopa Obuty u3 goMeHa mare ¢pyHrnuje. Kama To
HUje, Tala Ce PAau O PEeJAlUjU, UK O , JBO3HAUHO] (YHKIWjuU .

HAMOMEHA 3. Ako je A=C #0,B=D=FE=0uF/A=—r?<0, rana
no6ujaMo jeJHAUWHY HEHTpAJHe Kpy&HuIe v obmuky 2 +y? = r2, koja uMa cpemmre
y KOODAMHATHOM IOYETKY, & T je AY:KUHA HEHOT MOJIyIPEYHUKA.

Hame, ako je A =C # 0, B=0u D?+ E? > 4AF, tana nobujamo jemnaum-
Hy ONINTE KPY/KHUIE ca cpemumreM y S (f%, f%) 7 TOJYIPEUYHUKOM IY:KUHE I =
i\/D2 + E? —4AF. IlumeH3uje KOOpAMHATA CPEIUIITA CY [—%]D = [—%]D =
L u[r]p = L, wro cMo u ouekuBanu. Ty jenHaunHy OOWYHO mumeMo y OBIUKY
(x—p)2+(y—q?=r%rmejep= % uq= %. Jenuaunna kpy:xuuie ve ogpebyje
¢yHEEIU]Y, jep BY IpaBa T = I CedYe y ABeMa TadykaMa WM NOAWpYje y IOBOCTPY-
KOj TAYKM JIEBOT WM AECHOT ,TeMeHa“. A ako (o HUje M3 HOMEHA KPY:KHUIE, NAKIe
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ako xog & [p— r,p + r], Tama mpasa ¥ = Iy ,cedye” KPYKHUIY y ABEMA KOH]yTOBAHO
KOMILIEKCHIM TadkaMa. JacHO je #a je rpauk KPY:KHULE VHUja Ipa(uKa IBejy IOJIy-

KDY/KHUIA, KOjuUMa oxroBapajy ¢ymrumje fio(x) = ¢ £ +/r? — (x —p)?, roe Tpeba
Ia3WUTU Oa Ce KpajeBM TOMEeHa (DYHKIUja NOMesIe CaMo jeTaHIyT.

1. Eaunca

Axoje A =0, B=0,C =a? D =FE =0, F = —a%h?, taza mobujamo

jeTHAUNHY eJIUICe
222 + a2y? = a2,

Koja Takobhe HUje DyHKIMja, jep TMOCTOjU KBAADATHYW UJIAH 3ABUCHO TPOMEHIUBE Y2,
Ho, om 6m Takobe mocTojao kKama OUCMO Ty €JUICY TPAHCIAUPAIM WIA POTHUPAJU, &
TO 3HAUM na Ou OHa Owia mpeceveHa y mBeMa TaykaMa MPABOM KOja je HOpMAJHA HAa
aIlCIIUCHY OCYy Ha IOAPYYjy HOMEeHa, M3 dJera cilelu Ja He IOCTOju (YHKIUja Unju je
rpaduk Ta eIumIca.

2. ITapabomna
Akoje B=C=0u FE # 0, raga u3 (1) nobujamo mapaboiy
A, D F
y=FT BT B
KOja jecTe hyHKNMja, MIX ¥ yoOudyajeHOM OOJIUKY
(2) y = azx® + bz +c.

Tum obnaurom ce mehemo GaBuTu, jep ra meTabHO TPOyYaBAMO y APYTOM pa3peny
cpemme mroxe, a y tpelieM paspexy jom nomajeMo na je xoeduuujent a = 1/2p, rue
P MpeICTaBba yIAJbEeHOCT Kmke on aupexrpuce. Ho, ta mapaboma he ce meremepu-
catm y mpaBy kama je a = 0, a To ce gobuja kama p — oo, jep je lim, .a =
lim, o 1/2p = 0, mro 3Haun ma je yIa/beHOCT :KUKE O MUPEKTPHCE OeCKOHAUHO
BeJIMKA, JaKje CIUBOIITEHOCT Mapaboiie je MaKCHUMAJHA.

Mebhyrum, ako Ty mapaboiy 3apoTHpaMo, Taga BUIIE HE IOCTOjUA (YHKIMja ULju
je ona rpa¢uk. Ilakie, rmaBaa oca mapabose, Koja cHaja JKIDKY U TeMe, Hije HOPMAaJHA
Ha amcuucHy ocy. CBakako ma ce cajia Ta mapaboia Moske mpeacTaBuTy mOMONy aBe
(QyHKIUje, KOje IPenCcTaBbajy HeHy ,fOpHYy I'paHy, OIHOCHO ,nomy rpany“. Ha
Kpajy permmmMo xa je (2) jemvuu Tvn QyHKIUje, KOjU IPeICTaBba Iapabody.

3. XumnepboJsa

Axoje A=0%, B=0,C = —a®, D = FE =0, F = a%h?, taza nobujamo
jenHaunHy xunepboie

p2a? — a%y? = a2b?,

Koja Takobe HUje dyHKIM]a, jep MOCTOju KBAAPATH WiaH 3aBucHe mpoMensmuse y2. Ho,

y HEKVM CJIydajeBUMa Ne MOCTOjaTy caMo JMHEeAPHW YJIaH 3aBUCHE IPOMEHJbUBE, KaIa

Ty Xunepb0Iy TPAHCIUPAMO U POTHPAMO, TAKO Ia OHA Oyle MpeceueHa y CaMo jeIHO]

TauyKA TPABOM KOja je HOPMAaJIHA HAa alCIKUCHY OCY HAJ HOAPYYjeM IOMEHA, U3 Yera

clenu a MOCTOju (YHKIMja Yuju je rpaduk Ta xumepodoIa.
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v Asimptota
Hiperbola u implicitnom obliku Paralel[z): 8 dsimptoton Yoa
b2x2-q2y2.a2p2=¢ y= —a'x+l,1¢()
B(-a.b) A(a ,b)
al+p? =e?
Tg(- a, 0) T,(a,O) X
F3(-¢,0) F(e,0)
e - linearni ekscentricitet
S,
Cea.-b) D(a,- )
Cumka 1

Cana hemo merasbHEje Pa3MOTPUTH CIIydaj Kamga je xumepbosa rpadur QyHKIUje.
Ha caunu 1 nprkaszama je xumepOouia, Koja je MEHTPAIHO MOCTABJBEHA Y KOOD IMHATHOM
cucremy. Hamme, TO je 1o mosIokajy cmemujajiHa, a Mo OOJMKY je ommTa xumepoosa.
Axo Ty xumep60osy 3apoTEpaAMO OKO IEHTPA, TAKO Aa je[HA ACUMITOTA OyIe HOpMaJHa
Ha ocy Ox, Tana mobujamo rpaduk GYHKIMje, & CeM TOra MOMKEMO je jOIl U TPAHCIU-
paru, ma Tajga NOOWjaMO HAjONMITHUjU CIy4aj (YHKIUje KOja IPeACTaB/ba XUIEepOOIy,
Ka0 Ha CJIUALOU 2.

Ila 6rcMO MCIIYHUIN MCKA3aHN YCIIOB O €r3UCTeHIuju (yHknuje, Mopa outu C' = 0.
Hame, ako je o = —%, 8= —%, v = —%, § = L£; ranma (1) nobuja o6k

B>
2
ax® + Bxr+y
3 =flo)=——7F—.
3) y=fw) = 2
Jacuo je ma cmo Ty ysemm osmary y = f(x), Kako He 61 HOmIIO KO 3a0yHE AKO MUCTO-
BPEMEHO IIOCMATPaMO U acuMuToTy y = kx + .

Onpenumo caza noBosad ycios na (3) Oyne xumepboua.

TEOPEMA 1. ®ynxuyuja (3) je zunepbosa axo u camo axo je

(4) ad® + # 6.

/loxas. 3ampaso, HeomxoaHocT cMo Beh m3Besn, a cama hemo mokasartu u na je
ycnos mososban. Hawmme, u3 (4) ciaemu ma je

az’+fr+q _ a((@+9)*—06)*+ B((x+0) — ) +v

x+9 x+9
2 _
:a(x+5)—2a5+6+a5x7_€(;+7,
Tj.
2
(5) yzoz(x—l—(S)—oz(H-ﬁ—&-w.

r+0



36 II. Ceupuesuh

Y Vertikalna asimptota
x-6=10
_ax’+fx+y F (fokus)
¥ x+6
M
\ B Kosa asimptota
y=kx+l
F ) (fokus)

Ciuga 2

W3 (5) Bummmo nma ako Baxku (4), Tama mocroju xumepbosa Koja je (QyHKUMja, jep

IIOCTOjU BEPTUKAJIHA ACUMITOTA, 8 aKO TO HUje, Taxa NHoOMjaMo IpaBy.

22 -5 +6
-2

6oma, jep je 1-(—2)2 +6 = (—5)(—2). Iaxme, nobujaMo TpaBy, IMTO Ce BUMA 13

2 —br+6  (x—2)(x—3)

Ha mpumep, mocMarpajmo GyHRIU]Y Yy = . Ta ¢ymrnuja HUje xumep-

=r—3.n
T —2 xr—2
Y
y kx|
y = f(x)
X
o X— o0
Cnuka 3

HanoMEHA 4. Canma hieMo maTu mpakTUYHO YIyTCTBO KAKO MOxkeMo Hahum Kocy
acuMITOTY 3a maTy kpuBy. Hajope Mopamo pehu na je acummTora mpaBa Kojoj ce Kpu-
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Ba CBe BHUIIe IPUOIMKABA C JefHe CTPaHe U y DeCKOHAYHOCTH Ta ,cTurHe® (cimka 3).
To zampaso 3uaun 1a je lim, oo [f(z) — (kx +1)] = 0, a omarze je

(6) k= lim f@) u = lim [f(z) — kx].

r—o0 I T—00

Cumuno ce moctyma y caydvajy kaga @ — —oo. llakie, Tpeba ncnurarté NOHANIAHE
KPUBE U Y KPajibe ,,JIEBOM“ JeJly MTOMEHA.

Csagaxo, 0BO u3Boheme mpaBuia 3a HAJaKeHe KOCe ACUMITOTE HUje Y AyXy CTPO-
re MaTeMaTUYKe aHAJIW3e, Al je 38 OUEKUBATHU Ia je MPUXBATHUBO HA €JIEMEHTAPHOM
HuBOy. CnnyHO ce meUHUITY BEPTUKAJIHA M XOPU3OHTAIHA ACUMITOTA.

Momohy dopmyna (6) mabumo kocy acummnrory xuneptode (3). Axo (3) yBpcTumo
y mpBy on popuyna (6), nobujamo
2
k= tim 23 _ gy 2T FBTHy

r—oo I T—00 :1,‘2 + ox

Hame, u3z mapyre on penanuja (6) caemu

. (B—ad)x+y
= hm —_—

2
%Liﬁiiz_a@ — B as.

I = lim [f(zx) — ka] = lim( P

xr—00 r—00
Ilakzne, koca acuMnToTa uMa jegHaduny y = oz + (6 —ad). Veru pesyarar ce mobuja
7 Kaja & — —O00.

Mornu 6ucMO HAIIPABUTH CIMYHY AHAJIU3Y jeIHAUNHA 32 OIIITE CIYUajeBe eJIHICE,
xunepboie 1 mapaboJe Kala Cy Te KpUBE TPAHCIUPAHE, aJll HE U POTUPAHE, jep je TO
€JIEMEHTAPHO I'PAUBO.

4. Jenna cmemnujajsiHa KJjaca xumnepoosia

Cana hemo mocmarpary jeHy CIenujainy Kiacy xunepbosa, Koja ce 4ecTo mpu-
Mewyje (pusnra, Guosoruja, XxeMuja, KOHOMETPH]a, ... ). Paau ce 0 KPUBO] HO3HATO]
yUEeHUIUMa jOIl M3 MPBOT paspena Cpeime mkome (cauka 4), Koja uMa jefHauuHy y
00mKy

(7) y= .

JacHo je ma je y npumenama ( 0OMYHO UMEHOBAHU OPO].

Csaxkako je u oBaj cayuaj yrmyuen y (1), akoje A=C =D =F =0, B=1,
F=-p3.

Axo je S > 0, rama xumep0oJsia MMa 3a ACUMITOTE KOODIMHATHE OCE, & HheHa
oca KOja CaIp:KU JKIKe je cuMeTpaJsia mpBor u Tpeher kKBaapaHTa, ydja je jeIHAYNHA
y = x. [la 6ucmo mobuiam KOOpAMHATE TeMeHa xumepOoie, Tpeba mTa PemmMo CUCTeM
jemnaunna y = 3/x u y = x. Hakon Tor moctynka mmamo na cy temena T4 (v/3,v/3)
u To(—+/B,—+/B). Ha ocuoy oBux BpemmocTu u gedurummje xumepbose nobujamo
na cy wwre I o(£v/206, £v/203). Obre cMo uckopucTmin €BOjCTBO XMIEpGone, Aa Cy
rauxe F 9, A, B,C, D Ha nCTO] KPy:KHUIN, KOjOj j€ CpENUIITe ¥ MEHTDY Xumepboie, y
OBOM CIIyUajy ¥ KOODIUHATHOM HOYETKY.
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yix) =x

Fi(J2B./28)
T (/B./B)

B \
0 1 X
T,
Fy
D
Cnuka 4

Cumunn pesyaratu ce nobujajy y cayuajy ma je 5 < 0.
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