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NEKI NP-PROBLEMI U OBRAZOVAǋU

Za algoritam ka¼emo da je efikasan ako je ǌegova vremenska slo¼enost
O(P (n)), gdje je P (n) polinom od veliqline problema – n. Klasa svih problema
koji se mogu rijexiti efikasnim algoritmom oznaqava se sa P (zbog polinomi-
jalnog vremena). Vremenska slo¼enost polinomijalnih algoritama na koje se
nailazi u praksi najqex²e je polinom malog stepena. Me±utim, nemaju svi pro-
blemi elegantne efikasne algoritme koji se mogu ,,otkriti“ korix²eǌem malog
skupa tehnika. Ima ih mnogo za koje se ne zna nijedan algoritam polinomijal-
ne slo¼enosti. Prepoznati takve probleme znaqilo bi ne troxiti vrijeme na
tra¼eǌe nepostoje²eg algoritma. Klasa problema za koje postoji nedetermini-
stiqki algoritam polinomijalne vremenske slo¼enosti zove se NP. Poznato je da
je P podskup od NP. Jedna potklasa problema za koje se ne zna da li su u klasi P
naziva se klasa tzv. NP-kompletnih problema. Ovi problemi se mogu grupisati
u jednu klasu jer su oni svi me±usobno strogo ekvivalentni – efikasan algori-
tam za neki NP-kompletan problem postoji ako i samo ako za svaki NP-kompletan
problem postoji efikasan algoritam.

Za problem X ka¼emo da je NP-te¼ak ako je svaki problem iz klase NP
polinomijalno svodǉiv na X. Problem X je NP-kompletan ako pripada klasi NP
i ako je NP-te¼ak. Primjeri NP-kompletnih problema su: pokrivaǌe qvorova
grafa, dominiraju²i skup, 3SAT, 3-bojeǌe, problem klika, Hamiltonov ciklus
(kontura), Hamiltonov put, trgovaqki putnik, nezavisan skup, problem ranca,
problem pakovaǌa, cjelobrojno linearno programiraǌe . . . [1], [20].

U radu ²e biti dat pregled nekih problema u obrazovaǌu za koje se pokazalo
da, matematiqki modelirani, pripadaju klasi NP. Tako±e, prepoznati su jox
neki za koje autor predla¼e da se mogu koristiti pri dizajniraǌu nastavnog
programa i odabira strategije uqeǌa i nastave, a pripadaju klasi NP.

Problem rasporeda

Problem izrade rasporeda predstavǉa jednu vrstu problema raspore±ivaǌa
i sastoji se od qetiri konaqna skupa: termina, resursa, aktivnosti i ograni-
qeǌa. Problem se sastoji od pridru¼ivaǌa termina i resursa aktivnostima
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tako da se zadovoǉi xto ve²i broj ograniqeǌa. Konkretno u obrazovnim i nau-
qnim institucijama problem se sastoji od povezivaǌa termina i nastavnih ak-
tivnosti (predavaǌa, ispiti, vje¼be, laboratorijske vje¼be) kojima su povezani
konaqni resursi (nastavnici, prostorije, uqenici ili grupa uqenika) na naqin
da se minimizuje odstupaǌe od datih ograniqeǌa. Najqex²a podjela problema
rasporeda u obrazovnim i nauqnim institucijama je ona prema tipu ustanove i
tipu ograniqeǌa: izrada rasporeda razredne nastave (osnovna i sredǌa xko-
la), izrada rasporeda na fakultetima i izrada rasporeda odr¼avaǌa ispita.
Osim ove tri klase, identifikovani su i problemi definisaǌa broja nastavnih
grupa (na predavaǌima sa ve²im brojem studenata), raspore±ivaǌe studenata u
nastavne grupe (na predmetima koji se predaju u vixe grupa – osim izbjegavaǌa
kolizija te¼i se xto ravnomjernijoj raspodjeli studenata po nastavnim grupa-
ma), pridru¼ivaǌe nastavnika predmetu, odnosno nastavnoj grupi (javǉa se kada
jedan nastavnik mo¼e predavati vixe predmeta pa se u obzir uzimaju i ǌegove
¼eǉe i ravnomjerna raspodjela optere²eǌa), pridru¼ivaǌe asistenata ispiti-
ma (kako bi nadgledali ǌihovo sprovo±eǌe), pridru¼ivaǌe prostorije nastavnoj
aktivnosti (uz poxtovaǌe ograniqeǌa kapaciteta prostorije i zahtjeva za ǌenu
opremǉenost) [2].

Organizovaǌe kurseva na univerzitetima

Pretvaraǌe obrazovnih planova u nastavnu praksu odnosno dodjeǉivaǌe kur-
seva oduvijek je bio te¼ak zadatak za akademske institucije. Tim prije xto
funkcionixe pod mnoxtvom ograniqeǌa kao xto su nastavnikovo profesionalno
znaǌe i preferencije, zahtjevi i oqekivaǌa studenata vezana za ponudu kurse-
va, politika xkole oko planiraǌa nastavnog programa, dostupnost opreme, kao
i specifiqnosti xkolskog menad¼menta. Kako su promjene xkolske politike i
standarda qeste, nije lako generisati rexeǌe koje ²e zadovoǉiti sve ove fak-
tore. Naime, postaje izuzetno te¼ak zadatak napraviti ovakvu strategiju. Da
bi se problem relaksirao, izuzimaju se zahtjevi vezani za nastavnu opremu i
resurse i pretpostavǉa se da su oni u potpunosti zadovoǉeni. Tako se problem
dodjeǉivaǌa kurseva mo¼e posmatrati kao problem dodjeǉivaǌa nastavnika i
problem rasporeda kurseva [3].

Faktori koji utiqu na problem dodjeǉivaǌe nastavnika su: ponuda kurseva,
nastavnikova profesionalna znaǌa i preferencije, najmaǌi broj qasova koje xko-
la zahtijeva (norma) i ograniqeǌe vezano za prekovremene qasove. Dodjeǉivaǌa
nastavnika je zapravo problem dodjeǉivaǌa (assignment problem) kojim treba
odrediti koji nastavnik ²e predavati koji predmet. Problem ukǉuquje ogra-
niqena kvalifikacije i preferencija nastavnika, kao i fer raspodjele preko-
vremenog rada. U vezi sa ovim ograniqeǌima, uslovi koje treba zadovoǉiti su
slede²i: treba da bude zadovoǉen minimalan zahtjev u nastavi za svakog nastav-
nika (nastavnici razliqlitog ranga i godixta imaju razliqite zahtjeve), hono-
rarni qasovi za svakog nastavnika treba da u±u u razuman opseg (svaka xkola
mo¼e podesiti gorǌe ograniqeǌe za prekovremene qasove u zavisnosti od pozici-
je ili godixta nastavnika), treba da budu procijeǌene akademske kvalifikacije
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i preferencije svakog nastavnika, broj prekovremenih qasova treba da bude ras-
pore±en tako da se ne pravi razlika me±u nastavnicima i jedan instruktor ne bi
trebalo da bude odre±en da predaje previxe razliqitih kurseva u ciǉu izbje-
gavaǌa preotere²eǌa. S obzirom na navedeno, mo¼e se napraviti matematiqki
model za rexavaǌe problema i rexavati se nekom od poznatih metoda. U [3] su
razvijeni genetski algoritmi za rexavaǌe ovog problema.

Problem rasporeda ispita

Problem kreiraǌa rasporeda ispita generalno mo¼e da se izrazi kao pro-
blem teorije grafova koji je usko povezan sa tzv. problemom bojeǌa. Svaki ispit
se mo¼e predstaviti qvorom grafa. Grana izme±u dva qvora postoji ako posto-
ji student koji pola¼e oba ispita. Problem se sastoji u pravǉeǌu rasporeda
za najmaǌi broj termina predvi±enih za ispite tako da se dva ispita ne mogu
odr¼avati istovremeno ako postoji student koji pola¼e oba ispita. Problem je
ekvivalentan poznatom NP-texkom problemu bojeǌa qvorova odgovaraju²eg gra-
fa najmaǌim brojem boja: dva qvora mogu biti obojena istom bojom ako nisu
povezani granom, tj. dva ispita mogu biti odr¼ana u istom terminu ako nema
studenata koji pola¼u oba ta ispita [4].

Uopxteni problem bojeǌa grafa sa ograniqeǌima xirine opsega (BMCP –
The Bandwidth Multicoloring Problem) sastoji se u dodjeǉivaǌu boja za svaki
qvor na grafu, tako da udaǉenost izme±u qvorova grafa bude maǌa ili jednaka
od minimalne udaǉenosti. Svakom qvoru mora biti dodeǉen odre±en broj boja
i svaka boja mora poxtovati minimalnu udaǉenost izme±u boja ostalih qvoro-
va. U ovom sluqaju se tako±e mora obratiti pa¼ǌa na minimalnu udaǉenost
razliqitih boja dodeǉenih jednom istom qvoru. U obrazovaǌu, ovaj problem se
koristi prilikom pravǉeǌa rasporeda polagaǌa ispita na fakultetima, raspo-
reda kontrolnih i pismenih zadataka za mjesec dana, polugodixte ili za cijelu
xkolsku godinu, raspored korix²eǌa video bima, projektora i drugog xkolskog
pribora u xkolama (jer je koliqina pomenute opreme u xkolama u najve²em broju
sluqajeva ograniqena). Kod pravǉeǌa rasporeda ispita svaki ispit mora imati
svoj termin odr¼avaǌa, pri qemu fakultet ¼eli da organizuje xto vixe ispita
u isto vrijeme tako da za svaki ispit bude slobodnih uqionica, a sve u ciǉu
smaǌeǌa broja termina u kojima ²e se odr¼avati ispiti. Budu²i da studen-
ti mogu polagati vixe od jednog ispita u ispitnom roku, raspored mora biti
takav da oni budu u mogu²nosti da iza±u na svaki ispit koji su sluxali, da-
kle dva ispita ne mogu imati isti termin polagaǌa, ako je postojao bar jedan
student koji je sluxao oba ispita. Svakom qvoru i se dodeǉuje boja h, ako je
ispit i zakazan u terminu h, pri qemu su dva qvora susjedna ako odgovaraju²i
ispiti ne mogu biti raspore±eni u isto vrijeme (jer postoji bar jedan student
koji je sluxao oba ispita). Svaki termin ima maksimalni kapacitet koji od-
govara broju slobodnih uqionica. Problem pravǉeǌa rasporeda kontrolnih i
pismenih zadataka za mjesec dana, polugodixte ili za cijelu xkolsku godinu je
BMCP. qvorovi predstavǉaju predmete, grane su minimalna rastojaǌa izme±u
kontrolnih ili pismenih iz razliqitih predmeta u odre±enom vremenskom pe-
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riodu, dok boje predstavǉaju datume (tj. dane) odre±ene za kontrolne i pismene
zadatke. Vodi se raquna da uqenici nemaju dva ili vixe pismenih zadataka u
istoj nedeǉi i dva ili vixe kontrlona zadatka u toku dana iz razliqitih pred-
meta. Tako±e se vodi raquna o razmaku pismenih i kontrolnih zadataka iz jednog
istog predmeta. Za ovaj problem je dokazano da je NP-te¼ak u opxtem sluqaju,
mada mogu postojati odre±eni specijalni sluqajevi kada je problem polinomske
slo¼enosti. To je sluqaj kada graf bojimo samo sa dvije boje [5].

Podjela studenata u grupe

Mnogi kole­i i univerziteti zahtijevaju da student odbrani zavrxni ispit.
Da bi se ovo realizovalo, svaki student mora da pripada jednoj i samo jednoj ka-
tedri (laboratoriji). Zato je neophodno studente podijeliti prema katedrama.
Student ¼eli da bude dodijeǉen onoj katedri koju preferira. S druge strane,
svaka katedra ¼eli da prihvati samo studente koji odgovaraju ǌenoj specijalno-
sti. Svaki student predaje listu svojih preferenci koje se tiqu izbora katedre,
a svaka katedra procjeǌuje sklonosti studenata koji joj najvixe odgovaraju i, u
skladu s tim, odre±uje ǌihove rangove. Ovo se uzima u razmatraǌe prilikom
grupisaǌa. Dodatno ograniqeǌe je xto svaki student treba da bude dodijeǉen
jednoj i samo jednoj katedri. tavixe, broj studenata dodijeǉenih jednoj katedri
ograniqen je ǌenim kapacitetom. Kapaciteti variraju od katedre do katedre.
Ciǉ katedre treba da bude zadovoǉen nakon zadovoǉeǌa ciǉa studenta. Jako je
texko dobiti razumno grupisaǌe (rexeǌe) koje odgovara zahtjevima i studenata
i katedri, posebno kada ima mnogo i studenata i katedri. Numeriqki rezultati
sluqajno generisanih problema pokazuju da vrijeme izraqunavaǌa raste skoro
linearno sa porastom broja studenata i katedri. U [6] se ovaj problem rexava
kao transportni, primjenom MODI metode i ǌene modifikacije.

Klasifikacija stilova uqeǌa kod e-uqeǌa

Brojna istra¼ivaǌa su uqiǌena u ciǉu pove²aǌa kvaliteta nastave u okru-
¼eǌima za e-uqeǌe. Istra¼ivaqi su identifikovali adaptivno (prilago±eno)
uqeǌe kao kritiqan zahtjev za promovisaǌe performansi uqeǌa. Adaptivno
uqeǌe obezbje±uje adaptivne materijale za uqeǌe, strategije uqeǌa i kurseve
prilago±ene studentovom stilu uqeǌa. Stil uqeǌa je indikator kako student
uqi ili voli da uqi i kako instruktor predaje kako bi se uspjexno izaxlo u
susret potrebama individualnih studenata. Prvi korak za realizaciju adaptiv-
nih okru¼eǌa za uqeǌe je da se identifikuju stilovi uqeǌa studenata. Pred-
lo¼eno je nekoliko modela za definisaǌe i mjereǌe stilova uqeǌa, a brojna su
istra¼ivaǌa na temu obezbje±ivaǌa mehanizma za detektovaǌe i identifikaci-
ju stilova uqeǌa. Ovi mehanizmi treba da budu zasnovani na velikom uzorku
studenata. Proces prikupǉaǌa ovog uzorka zahtijeva mnogo vremena i obrada je
komplikovana. Svaki stil uqeǌa ukǉuquje razliqite osobine ponaxaǌa koje se
mogu prikupiti i analizirati iz ponaxaǌa studenata prilikom uqeǌa. Neki mo-
deli identifikuju npr. konvergentne, divergentne, asimilatore i prilago±ene
stilove uqeǌa, dok se u drugim razlikuje qak 32 stila uqeǌa. U [7] je dat
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mehanizam za klasifikaciju stilova uqeǌa, a zatim za ǌihovu identifikaciju.
Kako se navodi u radu, jedna od najpopularnijih tehnika je tzv. klasifikacija
k-najbli¼eg susjeda (k-nearest neighbour – k-NN).

U k-NN klasifikaciji uzorak se predstavǉa kao taqka u n-dimenzionom pro-
storu. Ako dva sliqna uzorka pripadaju istoj klasi ǌihovo rastojaǌe je kra²e
od rastojaǌa od ostalih uzoraka koji pripadaju nekoj drugoj klasi. Na osno-
vu ovoga se vrxi odabir pripadnosti klasi. Uvi±aǌem varijabli vezanih za
ovaj problem, pravǉeǌem matematiqkog modela i primjenom k-NN klasifika-
cije, identifikovane su slabosti ovog naqina rexavaǌa problema, kao xto su
kompleksnost izraqunavaǌa prilikom razmatraǌa velikog broja osobina pona-
xaǌa prilikom uqeǌa i utroxak vremena kada postoji veliki broj uzoraka. Da
bi se navedene slabosti prevazixle, u radu je predstavǉen genetski algoritam za
izdvajaǌe osobina ponaxaǌa prilikom uqeǌa. Dobijeni eksperimentalni rezul-
tati govore da je predlo¼eni mehanizam klasifikacije efikasno klasifikovao i
identifikovao stilove uqeǌa studenata.

Problem dodjeǉivaǌa asistenata u nastavi

Flamansko Ministarstvo obrazovaǌa obezbje±uje specijalnu podrxku djeci
sa posebnim potrebama. U aktuelnom sistemu ovakva djeca primaju ambulantnu
pomo² od asistenata u nastavi. Svaki uqenik koji prima pomo² dodijeǉen je
asistentu u nastavi koji ga posje²uje u ǌegovoj xkoli, jednom ili dva puta mje-
seqno. Svakog jutra asistent u nastavi odlazi iz svoje ku²e i putuje od xkole do
xkole da bi posjetio uqenike koji su mu dodijeǉeni toga dana. Na kraju radnog
dana vra²a se svojoj ku²i. Na poqetku xkolske godine svaki asistent u nastavi
dobija spisak u kom, za svaki dan u nedjeǉi, pixe kojim uqenicima poma¼e i po
kom redosledu. Asistenti u nastavi voze sopstveni auto i dobijaju finansijsku
kompenzaciju po pre±enom kilometru. Kompenzacija je glavni finansijski faktor
za instituciju koja obezbje±uje pomo². Iz tog razloga menad¼mentu je potreban
raspored koji minimizuje ukupno rastojaǌe koje svi asistenti u nastavi treba
da pre±u.

Izrada rasporeda obuhvata tri uslova koje treba zadovoǉiti istovremeno:
uqenici moraju biti dodijeǉeni asistentu u nastavi, uqenici dodijeǉeni da-
tom asistentu u nastavi treba da budu raspodijeǉeni du¼ ǌegovih razliqitih
radnih dana i treba da bude odre±en redosled po kom ²e asistenti u nastavi
posje²ivati uqenike svakog dana. Ovaj optimizacioni problem zove se problem
dodjeǉivaǌa (rutiraǌa) asistenata u nastavi [8].

Pri rexavaǌu ovog problema treba uzeti u obzir jox nekoliko ograniqeǌa:
• da li ²e neki asistent u nastavi pomagati odre±enom uqeniku zavisi od

stepena ǌegovog obrazovaǌa, od vrste uqenikovih potreba i od vrste xkole
koju uqenik poha±a (medicinska, osnovna, sredǌa xkola),

• broj nedjeǉnih radnih sati asistenta u nastavi je razliqit iz razloga xto
neki rade samo povremeno, kao i zbog zakonskih odredbi koje odre±uju da
broj sati asistenata u nastavi koji imaju puno radno vrijeme zavisi od
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vrste ǌegove diplome. to ve²i stepen diplome ima, asistent u nastavi maǌe
radi tokom nedeǉe,

• uqenici kojima je pomo² potrebna primaju je dva puta nedjeǉno i to u dva
razliqita dana koji nisu uzastopni.
Dodatno, potrebno je udovoǉiti specifiqnim zahtjevima samih asistena-

ta u nastavi (dostupnost, preferencije), a ǌihov broj zavisi od menad¼menta
instituta.

U [8] je data nova metaheuristika za rexavaǌe problema koja se sastoji od
dvije faze: heuristika za pronala¼eǌe inicijalnog mogu²eg rexeǌa za kojom
slijedi faza poboǉxavaǌa metaheuristikom promjenǉivih okolina. Problem je
predstavǉen grafovskom strukturom gdje qvorovi odgovaraju ku²ama asistenata
u nastavi ili xkolama koje uqenici poha±aju, dok grane predstavǉaju puteve ko-
ji spajaju svaki par qvorova. Problem je formulisan preko problema linearnog
cjelobrojnog programiraǌa, a rijexen heuristiqki, kombinovaǌem tzv. aukcij-
skog algoritma i metode promenǉiivih okolina.

Problem sastavǉaǌa optimalnih personalizovanih e-kurseva

Brz razvoj Interneta uslovio je xiroku upotrebu aplikacija za e-uqeǌe.
Studenti imaju mogu²nost sticaǌa novog znaǌa bez obzira na vrijeme, mjesto i
ostala ograniqeǌa. Iako mnogi sistemi za e-uqeǌe obezbje±uju obiǉe nastavog
materijala, mnogi sistemi ne mogu obezbijediti adaptivne materijale koji odgo-
varaju studentovim sposobnostima. Zapravo, obezbijediti adaptivno okru¼eǌe
za e-uqeǌe predstavǉa va¼an posao za instruktore. Personalizovano adaptivno
uqeǌe ima za ciǉ da obezbijedi materijal za uqeǌe koji odgovara potrebama
individualnih uqenika. Veliki je broj inteligentnih tutorskih sistema koji se
baziraju na karakteristikama i razlikama u ciǉu obezbje±ivaǌa odgovaraju²eg
materijala i strategija uqeǌa.

Me±utim, sastavǉaǌe optimalnog personalizovanog e-kursa iz velikih baza
podataka je ograniqeno u smislu izraqunǉivosti, taqnije, predstavǉa NP-te¼ak
problem. Predlo¼eni su mnogi algoritmi za ǌegovo rexavaǌe, od kojih se ne-
ki baziraju na PSO (Particle Swarm Optimization), genetskim algoritmima (za
identifikaciju puteva uqeǌa), kombinaciji k-najbli¼eg susjeda i genetskog algo-
ritma i sl. Daǉe, problem sastavǉaǌa testova je problem kombinatorne optimi-
zacije za koji tako±e ne postoji algoritam polinomijalne vremenske slo¼enosti
koji pronalazi optimalno rexeǌe. Za kombinacije testova su korix²eni evo-
lutivni algoritmi zasnovani na PSO u ciǉu odabira odgovaraju²ih pitaǌa za
svakog uqenika iz banke xirokog opsega uzoraka koji zadovoǉavaju vixestruke
uslove.

Uslovi koji treba da budu zadovoǉeni prilikom sastavǉaǌa e-kurseva su:
• te¼ina materijala za e-uqeǌe,
• koncepti uqeǌa materijala za e-uqeǌe,
• vrijeme potrebno za ixqitavaǌe materijala za e-uqeǌe,
• oqekivano vrijeme za qitaǌe i
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• nivo sposobnosti uqenika.
Problem postaje slo¼eniji kada se pove²ava broj materijala za e-uqeǌe

jer se pove²ava slo¼enost izraqunavaǌa, kao i kada je u sistemu veliki broj
studenata. Nakon matematiqke formulacije, u [9] je dat genetski algoritam za
rexavaǌe pomenutog problema koji koristi koncept tzv. legalnog forsiraǌa
populacije, nazvan GA∗.

Ure�eǌe nastavnih programa u personalizovanom
sistemu za e-uqeǌe

Edukativni materijal u formi hipermedije motivixe uqenike da istra¼uju
alternativne puteve u razliqitim izvorima znaǌa. Ovakva znaǌa obiqno su
prezentovana na sliqan naqin, bez obzira na heterogene ciǉeve, iskustvo, pret-
hodno znaǌe, uzrast, profesiju i motivaciju uqenika. Sekvenciraǌe nastavnog
programa je veoma dobro razvijena tehnologija na poǉu inteligentnih tutorskih
sistema (ITS). Ideja je u generisaǌu individualiziranog kursa za svakog stu-
denta dinamiqkim odabirom optimalne nastavne operacije (prezentacije, prim-
jer, pitaǌe, problem) u datom momentu. Pod optimalnom nastavnom operacijom
podrazumijeva se ona koja me±u svim dopustivim operacijama dovodi uqenika
najbli¼e krajǌem ciǉu uqeǌa. U ve²ini sluqajeva ciǉ je nauqiti zahtijevani
skup znaǌa do odre±enog nivoa u najkra²em vremenu. Drugi ciǉ uqeǌa mo¼e, na
primjer, biti minimizovaǌe uqestalosti grexaka u rexavaǌu problema.

Ve²ina postoje²ih ITS mo¼e sekvencirati samo jednu vrstu nastavnih ope-
racija. Neki od ǌih mogu da manipulixu redosledom problema ili pitaǌa ili
samo lekcijama. Oni najnapredniji mogu da sekvenciraju nekoliko vrsta nastav-
nih operacija, kao xto su prezentacije, primjeri, pra²eǌa. Sekvenciraǌe je
trenutno najpopularnija tehnologija u Web-baziranim ITS. Pristup predlo¼en
u [10] bazira se na pred-testu u ciǉu sakupǉaǌa netaqnih koncepata uqeǌa uqe-
nika kroz kompjuterizovani adaptivni test. Nekon toga, koriste se genetski
algoritam i rezonovaǌe zasnovano na sluqaju (case based reasoning) da bi se
konstruisao blizu-optimalni put uqeǌa na osnovu ovih nekorektnih uzoraka do-
bijenih na pred-testu. Sistem funkcionixe tako xto se studentima, nakon uqeǌa
prve lekcije, izraqunavaju uspjeh, poeni i analizira se ǌihova situacija. Ako
ne uspiju da dostignu odre±eni nivo, sistem preporuquje personalizovano se-
kvenciraǌe nastavnog programa koje se bazira na genetskom algoritmu. Tako
studenti mogu da uqe iste koncepte putem razliqitih sekvenci nastavnog pro-
grama i materijala u korektivnim aktivnostima. Zatim se pristupa ponovnoj
procjeni uspjeha koje pokriva istu temu, ali ne sadr¼i ista pitaǌa, xto osigu-
rava da se ne²e uqiti napamet. Ovakvo sekvenciraǌe se pamti u ciǉu zbirnog
procjeǌivaǌa nakon nekoliko lekcija. Ciǉ je generisati odgovaraju²i program
baziran na zahtjevima individualnog uqenika i pomo²i im da uqe xto efika-
snije. Personalizovani put uqeǌa se kreira pomo²u genetskog algoritma, pri
qemu funkcija ciǉa govori o kvalitetu generisanog puta uqeǌa. Put uqeǌa se
dobija genetskim algoritmom na osnovu nastavnih programa za koje uqenik dobije
negativne pred-test rezultate.
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Organizacija nastavnih programa

U [11] su razvijene tehnike za naqine povezivaǌa lekcija, kao i za od-
re±ivaǌe ǌihovih te¼ina, zasnovanih na objektivnim pokazateǉima i subjek-
tivnim procjenama profesora. Time je postignuto da se qitav kurs predstavi
kao povezan te¼inski graf, qime se problem podjele lekcija unutar kursa mode-
lira i rexava matematiqki. Ako se lekcije pridru¼e odgovaraju²im tematskim
cjelinama u okviru jednog kursa, kreira se familija podskupova qitavog skupa
lekcija. Ako je potrebno lekcije razbiti u dva disjunktna podskupa tako da u
oba ta podskupa bude pokriveno xto vixe tematskih cjelina, tada se navedeni
problem svodi na rexavaǌe problema maksimalne podjele skupa.

Pokazalo se da podjela lekcija jednog kursa na dva dijela tako da te¼ina
tih djelova bude koliko je god mogu²e vixe ujednaqena, zajedno sa zahtjevom da
se definixe povezanost lekcija, mo¼e da se modelira matematiqki. Problem
koji mu je ekvivalentan poznat je kao problem pronala¼eǌa maksimalne povezane
particije u grafu. Podjela lekcija na dva dijela pri qemu se koristi grupisaǌe
lekcija u tematske cjeline tako da xto vixe tematskih cjelina bude prisutno u
oba dijela, svodi se na problem pronala¼eǌa podjele skupa na dvije partici-
je [11].

U [12] je, kao strategija uqeǌa, korix²ena tzv. metoda konceptualnih gra-
fova u ciǉu podjele aktivnosti za uqeǌe u nekoliko faza. Strukturu konceptu-
alnog grafa kreira nastavnik prije poqetka kursa. Arhitektura grafa slijedi
plan kursa, ukǉuquju²i sadr¼aj i redosled. Zbog pojednostavǉeǌa, nastavnici
mogu qitav kurs podijeliti na individualne jedinice, koje mogu biti poglavǉa,
sekcije ili teme. Ovakav graf je usmjeren sa osobinom da svaki qvor predstavǉa
koncept u odre±enom nastavnom programu i sadr¼i vezu izme±u koncepata. Pri-
likom kreiraǌa, nastavnici moraju da uzmu u obzir redosled lekcija tako da ih
na taj naqin moraju izuqavati i uqenici.

Dizajn nastavnih programa i odabir optimalne strategije
nastave i uqeǌa

Imaju²i u vidu prethodna tri problema, kao i naqin povezivaǌa lekcija,
nije texko prepoznati jox neke iz klase NP pri kreiraǌu nastavnih programa i
odabiru optimalne strategije nastave i uqeǌa.

Naime, jox uvijek je aktuelan problem dizajna nastavnog programa [13], koji
se smatra texkim i izazovnim, a kojim bi se na najboǉi naqin uredilo uqeǌe gra-
diva po godixtima i napravio plan ostvarivaǌa optimalnog uqeǌa. Pitaǌe je
xta treba da bude sadr¼aj nastavnog programa i kako da se odabere i organizuje
ǌegova suxtina. Ovom prilikom mora se uzeti u obzir i kontinuitet u dosti-
zaǌu specifiqnih kompetencija koji mora biti osiguran cijelim putem xkolske
putaǌe, a ne samo ciklusom. Ovo iz razloga xto je primije²eno da za veliki
broj uqenika koji su poha±ali sredǌu xkolu pravǉeǌe veza izme±u prethodnog
i nastupaju²eg znaǌa nije komponeneta ǌihove strategije uqeǌa [14].

Poznato je da je tzv. programirana nastava podigla prosjek uspjexnosti svo-
jim osobinama po kojima se gradivo dijeli na male, logiqno raspore±ene i pove-
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zane dionice koje uqenici samostalno savla±uju jednu po jednu, utvr±enim redom,
po unaprijed dobijenom uputstvu u kom je objaxǌen naqin rjexavaǌa i po kom se
ne mo¼e prelaziti na slede²u dionicu ako nije potpuno savladana prethodna [15].

Zanimǉive teme koje se tiqu nastavnog programa su jox i strategije ǌegove
izrade, upravǉaǌe nastavnim programom kao i pronala¼eǌe jezgara, tj. osnov-
nih, temeǉnih znaǌa. U Singapuru [16], prilikom reformisaǌa nastavnih pro-
grama, zadr¼ane su teme koje su identifikovane kao jezgro sadr¼aja, a one koje su
maǌe fundamentalne i nisu povezane sa ostalim temama i koje su se preklapale
sa onim koje se uqe na drugim nivoima su ukloǌene. Jedan od glavnih PISA 2003
rezultata je da najmaǌe 25% petnaestogodixǌaka koji su testirani nije dosti-
glo nivo za koji su eksperti nastavnog programa vjerovali da je neophodan za
uspjexan zavrxetak ni¼e sredǌe xkole. Kao jedan od neophodnih koraka za pre-
vazila¼eǌe problema, preporuqeno je da je potrebno definisati jezgro (kǉuqne)
kompetencije koje su obavezne za sve studente. Ovo zahtijeva da nastavni pro-
gram zaista razra±uje jezgro koje je centralno u svim tipovima xkola. Problem
metodologije ǌegove izrade postao je sredixǌa tema nauqnih istra¼ivaǌa di-
daktiqara, posebno ako se razmatra nastavni program iz matematike jer se zna da
je uqeǌe matematike sekvencijalo i hijerarhijski po prirodi. Prema [17], naj-
va¼nija osobina nastavnog programa je koherentnost (povezanost, doslednost).
Na taj naqin studenti razumiju kako su matematiqke ideje me±usobno povezane i
grade se jedna na drugoj da bi proizvele koherentnu cjelinu. Dakle, istovremeno
se stavǉa fokus na matematiqki sadr¼aj i na matematiqki proces. Navedeno je
i da je znaqajan faktor povezan sa loxim performansama studenata u SAD na
TIMSS i PISA testiraǌu upravo priroda nastavnog programa u smislu defini-
saǌa i pokrivaǌa sadr¼aja.

Poznato je, tako±e [18], da efikasnost online uqeǌa mo¼e da varira pre-
ma tome kako je online kurs dizajniran i kako se vrxi nastava. Interesant-
no je ispitati da li postoje osobine online dizajna kursa koje znaqajno utiqu
na performanse studenata na kursu, koje prakse i tehnike su tipiqne za visoko
kvalitetne nasuprot nisko kvalitetnim online kursevima, kako organizovati i
prezentovati kurs? Pokazalo se da su kǉuqni elementi kvaliteta kursa, izme±u
ostalog, proxireǌe do kog je kurs dobro organizovan i lak za navigaciju, kao
i da je vitalno za uspjeh studenata da im se daju instrukcije u smislu gdje da
idu i xta slede²e da rade. U tom smislu, potrebno je pru¼iti mogu²nost i
uqenicima, ali i odraslim polaznicima kursa, da izaberu svoj put uqeǌa.

Prilikom istra¼ivaǌa da li putevi uqeǌa imaju uticaj na izlazne rezul-
tate uqeǌa kada uqenici uqe uz korix²eǌe konvencionalnih instrukcija i kada
koriste unaprijed definisane puteve uqeǌa [19], potvr±eno je da su superiorniji
bili oni koji su uqili po principu puteva uqeǌa. Putevi uqeǌa opisani su kao
,,LMS (learning management system) funkcionalnost da pore±a broj objekata na
takav naqin tako da se dobiju mape za uqenike“. Koraci uqeǌa su strukturirani
na opxti naqin – kao navigaciona mapa ili sadr¼aj kod kog su objekti uqeǌa naj-
va¼niji gradivni blokovi. Putevi uqeǌa mogu biti kreirati pomo²u autorskih
alata ili ih mogu isprogramirati oni koji razvijaju softver. Optimizacija
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puteva uqeǌa pokazala se korisnom jer studenti koji su koristili ovakve pute-
ve, posebno kada su radili sami, su prestigli studente koji su uqili u drugim
uslovima.

Ideja rada je da se neki pomenuti problemi modeliraju odgovaraju²im po-
znatim koji pripadaju klasi NP. Da bi smo ih lakxe uoqili, koristi²emo mo-
gu²nost predstavǉaǌa nastavnog materijala pomo²u grafa u kom bi qvor bila
sama lekcija, a grana izme±u dva qvora bi postojala ako su lekcije me±usobno
povezane po odre±enim kriterijumima (uslovǉenost, uopxteǌe i sl).

Razmotrimo slede²e, u literaturi [1], [4], [21] poznate, NP-kompletne pro-
bleme i mogu²nost ǌihove primjene u nastavi i uqeǌu.
a) Skup qvorova grafa G takav da nikoja dva qvora nisu susjedna tj. nikoja dva

qvora nisu povezana granom naziva se skup nezavisnih qvorova. Maksimalan
nezavisan skup je onaj za koji ne postoji drugi nezavisan koji ga sadr¼i.
Tematske cjeline na grafu nastavnog programa koje pripadaju ovom skupu
mogle bi da se iskoristi za identifikaciju kǉuqnih (jezgro) tema.

b) Skup dominantnih qvorova je podskup S qvorova grafa G izabran tako da za
svaki qvor xj koji nije u S postoji grana iz qvora u S do xj . Dominantan
skup je minimalan ako ne postoji drugi dominantan koji se u ǌemu sadr¼i.
Tematske cjeline na grafu nastavnog programa koje pripadaju ovom skupu mo-
gle bi se iskoristiti za sa¼imaǌe nastavnih programa samo na ove lekcije,
jer one pokrivaju ostale. Obradom samo ovih lekcija moglo bi se postignuti
rastere²eǌe nastavnog programa i uqenika, bez gubitka suxtine. Tako±e, iz
ovih oblasti mogu se birati zadaci za testiraǌe kao oblasti koje se moraju
znati.

c) Hamiltonov put u grafu je prosti put koji sadr¼i svaki qvor grafa G
taqno jednom. Problem je ustanoviti da li u G postoji Hamiltonov put.
Hamiltonov put (ako postoji) na grafu nastavnog programa mo¼e da pred-
stavǉa preporuqeni, optimalni, put uqeǌa. Na ovaj naqin mo¼e se utvrditi
redosled izuqavaǌa lekcija radi oquvaǌa kontinuiteta kroz koje se mora
pro²i i ne mo¼e se i²i na slede²u ako se ne savlada trenutna. Preporuka
strategije za uqeǌe mo¼e biti uqeǌe ovom putaǌom. Ukoliko takav put ne
postoji, mo¼e se uzeti kao parcijalan.
Uzmimo za primjer materiju iz trigonometrije datu slede²im cjelinama i

redosledom, onako kako je predvi±eno nastavnim programom:
A. Definicija osnovnih trigonometrijskih funkcija oxtrog ugla pravouglog

trougla
B. Neke vrijednosti trigonometrijskih funkcija oxtrih uglova
C. Osnovni trigonometrijski identiteti
D. Mjereǌe uglova radijanima
E. Primjena trigonometrijskih funkcija u planimetriji
F. Definicija trigonometrijskih funkcija proizvoǉno zadatog ugla
G. Svo±eǌe trigonometrijskih funkcija na vrijednost funkcije oxtrog ugla
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H. Periode trigonometrijskih funkcija
I. Primjena trigonometrijskih fnkcija pri rexavaǌu geometrijskih zadataka
J. Adicione formule
K. Formule za raqunaǌe trigonometrijskih funkcija dvostrukog ugla
L. Formule za raqunaǌe trigonometrijskih funkcija polovine ugla
M. Transformacija zbira u proizvod i obrnuto
N. Rexavaǌe jednostavnih trigonometrijskih jednaqina
O. Grafik i osnovna svojstva trigonometrijskih funkcija
P. Grafik funkcija oblika y = A sin(ax + b) + B, y = A cos(ax + b) + B

Q. Sinusna i kosinusna teorema
Prikaza²emo cjeline pomo²u grafovske strukture, pri qemu ²emo uzeti da

tematska cjelina (lekcija) predstavǉa qvor grafa i (usmjerena) grana iz qvora
A u qvor B postoji ako se lekcija B ne mo¼e prouqavati ako prethodno nije
obra±ena lekcija A (uslovǉenost). Tako definisan graf tematskih cjelina za
navedene lekcije iz trigonometrije ima slede²i izgled:

Slika 1. Graf tematskih cjelina iz trigonometrije

Da bi nam rexavaǌe problema bilo lakxe definisa²emo i matricu susjed-
stva za zadati graf (v. tablicu na narednoj strani).

Ne ulaze²i dubǉe u metode rexavaǌa NP-problema, bi²e prikazano mogu²e
rexeǌe, dobijeno nekom od ǌih.

Maksimalan nezavisan skup grafa je, po metodi objaxǌenoj u [4],
{A,D, I, K,M, O}, pa bi se ove tematske cjeline mogle proglasiti kǉuqnim.

Minimalan dominantan skup {A,D, I, J,O} tematskih cjelina mo¼e se pro-
glasiti za one koje se moraju znati i iz kojih treba birati ispitne zadatke.
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Ukoliko pokuxamo da na±emo Hamiltonov put i do±emo u situaciju da on
ne postoji, mo¼emo se ograniqiti na parcijalne puteve. Na ovom grafu, jedno
mogu²e rexeǌe izgleda ovako:

I. A−B −D − F −G−H − J −M −N −O − P

II. K − L

III. C − E − I −Q

Dobijeni putevi mogu se uzeti kao predlog redosleda izuqavaǌa lekcija s
tim xto se prvo mora izuqiti put I, a zatim II pa III.

Rexeǌa dobijena u primjeru samo su ilustracija predlo¼enog pristupa i
ideje. Za grafove sa vixe qvorova, uz odgovaraju²u matematiqku formulaciju,
za dobijaǌe rexeǌa mogu²e je kreirati odgovaraju²i program. Generalno gleda-
no, mo¼e se napraviti graf uopxteǌa tematskih cjelina (npr. trigonometrija,
polinomi, funkcije itd) qime se dobija smaǌeǌe broja qvorova, pa se na ǌemu
razmatrati isti problemi kako bi se npr. dobile kǉuqne i dominantne oblasti
ili putevi uqeǌa.

Iako je naqin povezivaǌa lekcija subjektivan, uobliqavaǌe nastavnog pro-
grama na ovaj naqin dobija na fleksibilnosti i mo¼e se primeǌivati prema
trenutnim potrebama obrazovnog sistema.

Znaju²i da program matematike posjeduje zavidan stepen koherentnosti kroz
razrede [22], navedena ideja se mo¼e iskoristiti upravo na ovom primjeru, ali
se mo¼e upotrijebiti i za ostale predmete, kao i na izbor predmeta za obradu
uopxte.
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