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HERONOVA OPXTA DIOFANTSKA JEDNAQINA
I VELIKA FERMAOVA TEOREMA

Sigurno je da nema matematiqara koji nije quo da je 1995. godine konaqno
dokazana Velika (ili Posledǌa) Fermaova teorema, qime je rexen problem
koji je Ferma (Pierre de Fermat) postavio 1637. godine. Tako±e, ve²ina verovatno
zna ve²i deo priqe o istorijatu tog problema, pa to ne²emo ovde ponavǉati.
Ukratko, Vajls (Andrew Wiles) je dokazao da, kako je Ferma i tvrdio, za n > 2
ne postoje prirodni brojevi x, y, z koji zadovoǉavaju jednaqinu

xn + yn = zn.

U ovoj kratkoj noti ²emo pokazati da se na osnovu dokazane Fermaove teoreme
mo¼e izvesti da ni diofantska jednaqina

(1) (x2n + y2n + z2n)2 = 2(x4n + y4n + z4n)

za n > 2 nema rexeǌa u celim brojevima, dok za n = 1 ili n = 2 rexeǌa
postoje. Ovu jednaqinu zva²emo uopxtena Heronova jednaqina, jer je ona u
vezi sa poznatom formulom za povrxinu trougla koja nosi Heronovo ime.

Naime, pomenutu formulu mo¼emo zapisati u obliku

P =
1
4
[(x + y + z)(y + z − x)(z + x− y)(x + y − z)]1/2,

gde su x, y, z du¼ine stranica trougla povrxine P , xto se lako transformixe u

P =
1
4
[(x2 + y2 + z2)2 − 2(x4 + y4 + z4)]1/2.

Odatle je jasno da odgovaraju²i trougao postoji (nije degenerisan) ako i samo
ako je (x2 + y2 + z2)2 > 2(x4 + y4 + z4), dok se u sluqaju da je

(2) (x2 + y2 + z2)2 = 2(x4 + y4 + z4),

odgovaraju²i ,,trougao“ degenerixe u du¼. Kako je posledǌe ispuǌeno ako i samo
ako je

x = y + z ∨ y = z + x ∨ z = x + y,

to neposredno zakǉuqujemo da jednaqina (2), koja je oqito specijalan sluqaj je-
dnaqine (1) za n = 1, ima za celobrojna rexeǌa trojke oblika (x, y, x + y),
(x, z + x, z) i (y + z, y, z) za x, y, z ∈ N. (Ovo posledǌe se mo¼e lako i direktno
proveriti.)
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Za n = 2 imamo jednaqinu

(3) ((x2)2 + (y2)2 + (z2)2)2 = 2((x2)4 + (y2)4 + (z2)4).

Sliqno prethodnom razmatraǌu, zakǉuqujemo da ovo mo¼e biti ispuǌeno samo
ako je

x2 + y2 = z2 ∨ y2 + z2 = x2 ∨ z2 + x2 = y2,

tj. ako trojka (x, y, z) (uzeta u nekom poretku) zadovoǉava Pitagorinu jednaqinu
x2 + y2 = z2. Kao xto je dobro poznato, takva jednaqina ima beskonaqno mnogo
celobrojnih rexeǌa, a poznat je i ǌihov opxti oblik koji je, do na promenu
mesta promenǉivih x i y, dat sa

(4) x = k(p2 − q2), y = 2kpq, z = k(p2 + q2),

gde je k, p, q ∈ N, p > q, p i q su me±usobno prosti i razliqite parnosti. Dakle,
i jednaqina (3) ima rexeǌa, i ona se lako nalaze.

Posmatrajmo sada sluqaj n > 2, tj. opxtu Heronovu jednaqinu (1) stepena 4n.
Kao i u prethodnim razmatraǌima, dobija se da bi rexeǌe (x, y, z) te jednaqine
moralo da zadovoǉava uslov

xn + yn = zn

(ili odgovaraju²i uslov dobijen permutacijom promenǉivih). Me±utim, Velika
Fermaova teorema upravo tvrdi da takvi brojevi x, y, z ne postoje.

Dakle, zakǉuqak je da opxta Heronova jednaqina (1) ima rexeǌa ako i samo
ako je n = 1 ili n = 2 (xto ne bismo mogli zakǉuqiti pre 1995. godine).

Primer 1. Proverimo jednakost (3) za Pitagorinu trojku (9, 40, 41) (lako
se vidi da je zaista 92 + 402 = 412 = 1681, a tako±e da se ta trojka dobija po
formulama (4) za k = 1, p = 5, q = 4).

Ako uvrstimo ovu trojku u jednakost (3), dobijamo (uz pomo² raqunara)

((92)2 + (402)2 + (412)2)2 = 29 077 136 551 684

= 2((92)4 + (402)4 + (412)4).

Primer 2. Sliqno prethodnom, du¼im raqunom se mo¼e direktno proveriti
da svaka primitivna Pitagorina trojka oblika (p2 − q2, 2pq, p2 + q2), p, q ∈ N,
zadovoǉava jednaqinu (3), tj. da va¼i

((p2 − q2)4 + 16p4q4 + (p2 + q2)4)2 = 2((p2 − q2)8 + 256p8q8 + (p2 + q2)8).
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