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PASKALOVA TEOREMA I ǋENA PRIMJENA

Blez Paskal (Blaise Pascal, 1623–1662), veliki francuski matematiqar, ve²
je sa 16 godina napisao djelo iz geometrije. ǋegovo ime nosi vixe rezultata u
matematici, a me±u ǌima je i Paskalova teorema o tetivnom xestouglu o
kojoj ²e biti reqi u ovom qlanku. Da²emo dva dokaza ove teoreme, kao i nekoliko
primjera zadataka u kojima se ona mo¼e primjeniti.

Teorema (Paskal). Neka je A′A′′B′B′′C ′C ′′ xestougao upisan u krug K.
Ako se prave A′A′′ i B′′C ′, B′B′′ i C ′′A′, C ′C ′′ i A′′B′ sijeku redom u taqkama
P , Q i R, tada su taqke P , Q i R kolinearne.

Dokaz 1. Neka se prave B′B′′ i C ′C ′′, C ′C ′′ i A′A′′, A′A′′ i B′B′′ sijeku
redom u taqkama A, B i C (sl. 1).

Slika 1
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Taqke P , Q i R pripadaju redom pravim BC, CA i AB odre±enim strani-
cama trougla ABC, pa ²e one biti kolinearne na osnovu Menelajeve1 teoreme
ako doka¼emo da va¼i jednakost

PB

PC
· QC

QA
· RA

RB
= 1.

Da bismo dokazali ovu jednakost, tri puta ²emo primjeniti Menelajevu teoremu
na trougao ABC.

Prava C ′B′′ sijeqe prave BC, CA i AB redom u taqkama P , B′′ i C ′. Stoga
je

(1)
PB

PC
· B′′C
B′′A

· C ′A
C ′B

= 1, tj.
PB

PC
=

B′′A · C ′B
B′′C · C ′A.

Prava C ′′A′ sijeqe prave CA, AB i BC redom u taqkama Q, C ′′ i A′. Stoga je

(2)
QC

QA
· C ′′A
C ′′B

· A′B
A′C

= 1, tj.
QC

QA
=

C ′′B ·A′C
C ′′A ·A′B .

Prava A′′B′ sijeqe prave AB, BC i CA redom u taqkama R, A′′ i B′. Stoga je

(3)
RA

RB
· A′′B
A′′C

· B′C
B′A

= 1, tj.
RA

RB
=

A′′C ·B′A
A′′B ·B′C

.

Mno¼eǌem odgovaraju²i strana jednakosti (1), (2) i (3) dobijamo

PB

PC
· QC

QA
· RA

RB
=

B′′A · C ′B
B′′C · C ′A · C ′′B ·A′C

C ′′A ·A′B · A′′C ·B′A
A′′B ·B′C

,

odnosno

(4)
PB

PC
· QC

QA
· RA

RB
=

B′′A ·B′A
C ′A · C ′′A · C ′′B · C ′B

A′B ·A′′B · A′′C ·A′C
B′C ·B′′C

.

Potencije taqaka A, B i C u odnosu na krug K izra¼avamo jednakostima B′′A ·
B′A = C ′A · C ′′A, C ′′B · C ′B = A′B · A′′B i A′′C · A′C = B′C · B′′C, zbog qega
jednakost (4) dobija oblik

PB

PC
· QC

QA
· RA

RB
= 1,

qime je Paskalova teorema dokazana.

Dokaz 2. Neka se taqke A′, A′′, B′, B′′, C ′, C ′′ nalaze na kru¼nici K, a prave
A′A′′ i B′′C ′, A′′B′ i C ′C ′′, i B′B′′ i C ′′A′ se sijeku u taqkama P , Q i R, redom
(sl. 1). Dokaza²emo da su taqke P , Q i R kolinearne. Neka su a, b, c, d, e, f
orijentisani uglovi izme±u jedne fiksne prave i pravih OA′, OA′′, OB′, OB′′,
OC ′, OC ′′, redom, gdje je taqka O centar kru¼nice K. Tada va¼i:

](A′A′′, B′′C ′) =
a + b− d− e

2
, ](B′B′′, C ′′A′) =

c + d− f − a

2
,

](C ′C ′′, A′′B′) =
e + f − b− c

2
,

a odavde slijedi da je suma ovih uglova jednaka nuli.

1 Menelaj iz Aleksandrije, 1-2. vijek nove ere, starogrqki matematiqar
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Neka je Z presjeqna taqka opisanih kru¼nica trouglova A′′B′′P i B′′C ′′Q.
Dokaza²emo da taqke A′′, C ′′, Z i R pripadaju jedoj kru¼nici.U tom ciǉu najpre
doka¼imo da je ](A′′Z, ZC ′′) = ](A′′R, RC ′′). Oqigledno imamo:

](A′′Z,ZC ′) = ](A′′Z,ZB′′) + ](B′′Z,ZC ′′),

](A′′Z,ZB′′) = ](A′′P, PB′′) = ](A′A′′, B′′C ′),

](B′′Z, ZC ′′) = ](B′′Q,C ′′Q) = ](B′B′′, C ′′A′),

a kako smo ranije dokazali da je

](A′A′′, B′′C ′) + ](B′B′′, C ′′, A′) = −](C ′C ′′, A′′B′) = ](A′′B′, C ′C ′′)

= ](A′′R,RC ′′),

to slijedi da je i ](A′′Z, ZC ′′) = ](A′′R,RC ′′).
Sada ²emo dokazati da su taqke Q, Z i P kolinearne. Za ovo je dovoǉno

dokazati da va¼i ](PZ, ZA′′) = ](QZ, ZA′′). Jasno je da va¼i ](PZ,ZA′′) =
](PB′′, B′′A′′) = ](C ′B′′, B′′A′′) i ](QZ, ZA′′) = ](QC ′′, C ′′A′) =
](C ′B′′, B′′A′′), a odavde slijedi da je i ](PZ, ZA′′) = ](QZ,ZA′′).

Sliqno se dokazuje da su taqke R, Z i P kolinearne, jer va¼i

](B′′Z, ZP ) = ](B′′A′′, A′′P ) = ](B′′A′′, A′′A′) i

](B′′Z,ZR) = ](B′′C ′′, C ′′R) = ](B′′A′′, A′′A′).

Zakǉuqili smo da taqke Q i R pripadaju pravoj PZ, a odatle slijedi da su
taqke P , Q i R kolinearne, xto je i trebalo dokazati.

Sada ²emo kroz nekoliko zadataka dati zanimǉive primjene Paskalove teo-
reme

Zadatak 1. Taqka M pripada kru¼nici K opisanoj oko trougla ABC, a
R je proizvoǉna taqka ǌihove ravni. Prave AR, BR i CR sijeku kru¼nicu K
u taqkama A1, B1 i C1, redom. Dokazati da presjeqne taqke pravih MA1 i BC,
MB1, i CA i NC1 i AB pripadaju jednoj pravoj koja sadr¼i taqku R.

Rjexeǌe. Neka su A2, B2 i C2 presjeqne taqne pravih o kojima se govori u
zadatku. Primjeǌuju²i Paskalovu teoremu na taqke M,A1, A, C, B i B1 dobijamo
da su taqke A2, B2 i R kolinearne. Sliqno zakǉuqujemo da su i taqke A2, C2

i R tako±e kolinearne. Odavde slijedi da su taqke A2, B2, C2 i R kolinearne,
xto je trebalo dokazati.

Zadatak 2. Qetvorougao ABCD je upisan u krug K; neka je X proiz-
voǉna taqka ǌihove ravni, a M i N su presjeqne taqke pravih XA i XD sa
kru¼nicom K. Prave DC i AX, odnosno AB i DX se sijeku u taqkama E i F ,
redom. Dokazati da presjeqna taqka pravih MN i EF pripada pravoj BC.

Rjexeǌe. Neka je S presjeqna taqka pravih BC i MN (sl. 2). Primjeǌuju²i
Paskalovu teoremu na taqke A,M,N,D, C,B uoqavamo da su taqke E, S i F
kolineane, xto znaqi da je S presjeqna taqka pravih MN i EF .
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Slika 2

Zadatak 3. Na jednoj kru¼nici K je dato pet taqaka. Koriste²i samo
leǌir konstruisati xestu taqku koja pripada kru¼nici K.

Rjexeǌe. Neka taqke A,B, C,D, E pripadaju kru¼nici K u navedenom pore-
tku. Pretpostavimo da smo konstruisali taqku F ove kru¼nice. Neka su K,L, M
presjeqne taqke pravih AB i DE, BC i EF , i CD i FA, redom. Tada su na
osnovu Paskalove teoreme taqke K, L, M kolinearne. Ovu sugerixe sǉede²u kon-
strukciju. Kroz taqku E konstruiximo proizvoǉnu pravu A koja seqe pravu BC
u taqki L. Neka se prave AB i DE sijeku u taqki S, prave SL i CD sijeku u
taqki M . Neka je {F} = AM ∩a i dokaza¼imo da taqka F pripada kru¼nici K.
Zaista, neka je F1 presjeqna taqka kru¼nice K i prave a. Na osnovu Paskalove
teoreme slijedi da taqka F1 pripada pravoj AM , tj. F1 je presjeqna taqka prave
a i prave AM . Dakle, F1 ≡ F .

Zadatak 4. Taqke A1, A2, A3, A4, A5, A6 pripadaju jednoj kru¼nici k, a
taqke K,L, M i N pripadaju pravim A1A2, A3A4, A1A6 i A4A5, redom, tako da
je KL ‖ A2A3, LM ‖ A3A6 i MN ‖ A6A5. Dokazati da je NK ‖ A5A2.

Rjexeǌe. Neka su P i Q presjeqne taqke prave A3A4 sa pravim A1A2 i
A1A6, redom, a R i S su presjeqne taqke prave A4A5 s apravim A1A6 i A1A2,
redom. Tada imamo:

A2K : A3L = A2P : A3P, A3L : A6M = A3Q : A6Q, A6M : A5N = A6R : A5R,

a odavde zakǉuqujemo da je ¼eǉena jednakost (koju treba dokazati) A2K : A5N =
A2S : A5S ekvivalentna jednakosti

(5)
A2P

A5P
· A3Q

A6Q
· A6R

A5R
· A5S

A2S
= 1.

Neka je T presjeqna taqka pravih A2A3 i A5A6; na osnovu Paskalove teoreme
slijedi da taqke S, Q i T pripadaju jednoj pravoj. Primjeǌuju²i Menelajevu
teoremu na trougao PQS i taqke T , A2 i A3, kao i na trougao RQS i taqke T ,
A5 i A6, dobijamo:

A2P

A2S
· A3Q

A3P
· TS

TQ
= 1 i

TQ

TS
· A5S

A5R
· A6R

A6Q
= 1.
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Mno¼e²i ove dvije jednakosti dobijamo ¼eǉenu jednakost (5), a odavde da je
NK ‖ A5A2, xto je trebalo dokazati.

Zadatak 5. Neka se tri tetive AA1, BB1, CC1 istog kruga K sijeku u
jednoj taqki S i neka je M proizvoǉno odabrana taqka te kru¼nice, a P,Q, R
su taqke u kojima prave MA1, MB1, MC1 sijeku redom prave BC, CA, AB.
Dokazati da prave P,Q, R, S pripadaju jednoj pravoj.

Slika 3

Rjexeǌe. Zatvorena izlomǉena linija AA1MB1BC sastavǉena je od xest
du¼i, i upisana je u krug K (sl. 3), stoga su prema Paskalovoj teoremi presjeqne
taqke S, P, Q pravih odre±enih naspramnim stranicama te izlomǉene linije ko-
linearne. Isto tako, zatvorena izlomǉena linija BB1MC1CA, sastavǉena od
xest du¼i, tako±e je upisana u krug K, pa su prema Paskalovoj teoremi presje-
qne taqke S,Q, R pravih odre±enih naspramnim stranicama te izlomǉene linije
tako±e kolinearne. Prema tome, taqke P, Q, R, S pripadaju jednoj pravoj.
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