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Anexkcaunep Cumonuny

PAMAHYIIAHOB ITIOKA3 BEPTPAHOBOT IIOCTYJIATA

1. ¥YBon

Fomgune 1845, dpannycku maremarudap sKozed JI. ®. Beprpan (Joseph L. F.
Bertand, 1822-1900), y paxy o mepmyranujaMa, Hamucao je cienehe: ,3a ceaxu
npupodar 6pojn = 4 nocmoju npocm 6poj p koju je eehiu 00 n u mawu 00 2n — 2.
Oso TBpheme Beprpan je mposepuo 3a n = 4,5,...,3 - 10%, am muje ycmeo na ra
mokake. Racuuje je oHo mobumo uazus Bepmparnoe nocmyaam. Mana ce cana seh
150 rommma 3Ha ma je To TBpheme TauyHO, OBaj HA3WB Ce W Hasbe KopucTu. Ilamac
ce yemhe HABOAM HEIMTO CIAOUMjM TPOOIEM: 3G C8aKU NPupodar 6poj n nocmoju
npocm 6poj p € (n, 2n]*“.

Maduytyj Jbsosuu Yebumos ([Mapuytuit JInsosruy Yebumer, 1821-1894), oran
DYyCKe MaTeMaThyKe IIKOJe, NOKa3a0 je BepTpaHoBy XWUIOTe3y cemaMm TOIWHA KACHU-
je. Y ToMm mmmy je yBeo mocebHe (yHKIMje, KOje Cy KACHUje IOCTAje CTAHAADIHE Y
AHAJUTUYKO] TEOPUjU OpOjeBa.

JemnocraBrauju goka3 je 1919. rommnre 00jaBUO WHIM]CKA MaTeMaTHYAP-CAMOYE
Cpunusaca Ajanrap Pamamynanm (Srinivasa Aiyangar Ramanujan, 1887-1920), suze-
i unadak [4]. Taj mpepaHo IpeMUHYJIM MATEMATUYKM TeHUje jOII je y AETUHCTBY
[OKA3MBAO BEJUKM MATEMATHYKM TAJeHAT, anu je Omo ,,orkpuser Tek 1910. romume.
Ha Xapmujeso (Godfrey Harold Hardy, 1877-1947) marosapame, momao je 1914.
roguae y KemOpuil, rme cy My mocjie ABe TOAWHE AOMEIUIU TOKTOpPAT. Y IPKOC TO-
MamKabhy MaTeMaTUUKe MPEIU3HOCTH, MTO je Ouia mociemuia HegopMatHor o6paso-
Bama, JOOMO je 3aBUAHE PE3yJITATEe ¥ 00JIACTU CIENUjAJHUX (YHKIUja U HUXOBOj BE3n
¢ TeopujoM OpojeBa, KOjU M NAHAC MOTPECA]y MATEMATHUYKA CBET. KAKO je TOBOPUO
Xapm, Pamanynan je 10 cBojux oTKpmha momao KOMOWHAIM]OM WUHTYUIMjE U HEOD-
jAIIUBOT HAUMHA 3aKbydnBama, crnocobHomny koja ce Moxke Meputu ¢ OjiaepoBom.
36or BpJo ciabor 3apaBiba, BpaTuo ce y Mumujy, rae je yop3o u ympo.

Hosu mokaz Beprpamosor moctynara je 1932. romuue nao mabhapcku marema-
tuuap [ayn Eprem (Paul Erdds, 1913-1996), mro My je Guo IpBU HAYYHA PE3YITAT.
Heros nora3 me kopucru YebumioBireBe QyHKIUje UM HA MHOTUM MeCTHMa, HOCEDHO Y
Be3u ca OmHOMHMM KoedunujenTuMa, monceha na Pamanynaros noka3. Epmemos noka3s
je maHAC BEPOBATHO M HAJIO3HATH}W, HAJBUIIE 3aCIyroM Kmure [1].
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MebyTtum, mozanuna Yebumosimesor nnu PamManyanoBor noka3a 60/be ce Ciaaske
C KJIACUYHUM METONAMa aHAJUTUYKE Teopuje OpojeBa, W 3aTO je OH MPUMEDPEHUjU KO
yBOI y Ty obiacT MaTemMaTuke. Kako je MOKa3 PeIATHBHO jeIHOCTABAH, OBAj TEKCT Ce
MO:K€ KOPUCTUTH U 33 PAJ HA MATEMATUYKOj TPYINA Y TUMHA3W]U.

2. YUebumosJseBe pyHKIMjE

Koncrpyumnmo Hu3 npupomaux 6pojeBa ny, ng, ... Ha caenehm HauwH: y3MuUMO
n1 = 4 u Hera je 3a k > 2, ni majsehwn mpoct Opoj koju je mamu om 2ng_1 — 2.
Hekonuko mpBux uiaHOBa TOT HU3A CY

4,5,7,11,19, 31, 59,113,223, 443, 883,1759, 3511, 7019, . ..

BeprpanoB mocTysar je ounrielHO eKBUBAJEHTaH TBphHemy ha je ropmu HU3 CTPOro
pactyhu. Osmaummo ca m(x) 6poj mpoctux Gpojesa koju Hucy sehwm ox peammor
6poja x > 2. IlpuMerumo 1a je kKomoMeH (yHKIMje 7 CKyI OpupomHux OpojeBa. Ako
nokaskeMo na je w(x) —mw(x/2) > 13a x > 8, Bepranos mocrynar je nokasan. 3amro?
Axko je HaBe#eHO TAUHO, OHIA 33 CBAKY IPUPOAaH 6poj n > 4 unrepsadn (n, 2n] caapxru
nBa npocra 6poja. Kako 6pojesu 2n u 2n — 2 Hucy mpocrtu, ouga uarepsad (n, 2n —2)
canpsxu 6ap jemad mpoct Opoj, IMTO je yIpaBo caap:kaj bepTpaHoBor mocryiaara. 360rT
HAIpeJ HABENEHOT, TOBOJBHO je mposeputu na je 7(x) — w(x/2) > 1 3a & > 2000.

Ywmecro ca ¢pyurnujoM 7 (), norogauje je paguty ¢ YeOUmOBLEBUM (QyHKIMjaMa.
Hammve, Yebumos je 3a moka3 Beprpanosor mocrynara yseo caenehie gymsuuje 9(x)
u ¢Y(x):

9(x) =Y logp,
P<T

(1) P(z) = (@) + 9" ?) + 03+
rae ¢y p npoctu Opojesu. 3a x < 2 nedunmmemo ¥(x) = 0, ma je 36up (1) ycrBapm
ronavan. Ouuraenno je ¥(z) < ¥(x). PyHRUM]y 1) MOKEMO a U3PA3UMO U APYTAUL)e.

Hexra je A(n) ¢ynruuja umja je BpeOHOCT pa3amuuTa OJ HYJIE CAMO Kaja je T CTEIeH
HEKOT IPOCTOr Opoja p, y KoM ciaydajy je jemnaka logp. Ilputom je

(2) z/;(z):ZIOg'p+Zlogp+Zlongr--':ZA(n).
pP<ZT p2<z p3< n<x

Oyurnuje m, ¥ 1 1) Cy OCHOBHE QYHEIHMjE anaaumuyke meopuje 6pojesa, a A ce Hazusa
porn Manzonmosom Pynxyujom. VcmocTaBiba ce na je HajjeIHOCTABHUje DaIUTA
¢ ¢ymrmmjom . Ilouerna umeja je na pasmury 7(x) — 7(x/2) u3pazumo momohy
¢yurumje . Kako je uzpas 9(z) —J(x/2) jennar 36upy sorapuraMa IpocTUX OpojeBa
u3 waTepBata (x/2, ], Bawyu jeHOCTABHA TPOIEHA

‘ -r(3) > 001 4(2)
Kako mpema (1) Bawn (y/z) = 9(2'/2) + 9(z/4) + - - mmano

P(x) = 20(Va) = d(x) — I("/?) + 0 P) F -
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Ilecna crpama nperxonse jemnarkoctu muje Behia ox ¥(z), ma je ¢ pactyha dpynruuja.
Yaumajyhin y 063up na je 9(x/2) < ¥ (x/2), nobujamo
x

(4) Ia) =9 (3) = (@) —v(5) - 2(Va).

Kom6unyjyhu nejennakocru (3) u (4), umamo na je

(5) r@) - 7(3) 2 o (v — (3 —200vm).

2) 7 log x

Cymrura PamanyyasoBor npucTymna qoka3y bepTpaHoBOr MOCTYIIATA je jeHOCTABHU]a
IPOIEHA [IeCHe CTpaHe Hejemmakocty (5).

3. PamanypanoBa uneja

!
IToxcetumo ce na OUHOMHM KOe()UUMjeHTH = ————— 7Majy CBOjCTBO
m m! (n —m)!

n n
cuMeTpuje, < ) = < , KA0 U Ja OHM YUYECTBYjy y OMHOMHO] (hOpMYy I
m n—m

(6) (z+y)" = <g)x" + <T)x"1y+ R (ni 1)xy"1 n (Z)yn

Jlako je Bumeru ma je, 3a maTo n, HajBehu OMHOMHM KOE(QUIMjEHT jeIHAK ( 5 >,
rze je || o3Haka 3a menu 4e0 HEHEIATUBHOr Bpoja . [n/2]

Pamvanyyau je 3a z > 0 yBeo QyHKIM]jy

x|!
R@) = e

IIpeMa OCHOBHOM CTaBy apUTMeTHEe cileu fa je logn = Zd|n A(d). Hobujamo na je
x x
log |z]! = Zlogn = Z ZA(d) = (x) +¢(§) +¢<§) SR
n<E n<z dln

rae npu gokasy tpehe jemmakoctu, ocum penaunuje (2), KOpUCTUMO U Aa je 6DOj
npupoauux Gpojesa usmehy 1 u x, koju cy nemusu ca d, jemnar |x/d]. 3ato je

(7) log R(z) = ¢(z) — ¢(g) _H/;(g) Fooo.

Cajza ce MOM¥e HACIYTUTH Kako Tpeba Ty jeJHAKOCT UCKOPUCTUTH y HejenHakocty (5).
Kako je ¢ pacryha ¢yrrmuja, nobujamo na je

V@) - (5) <logR@) <v(@) —v(3) +¥(5):
mrro sraum ga je ¥(x) — ¥(x/2) > log R(z) — v(x/3) u
v = (v —(5))+ (v(5) ~0(5) + (() ~0(5) -
<tos (R)A(5)R(7)R(F) )
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Osmaummo ca R(x) mpomssox y mocienmo]j sarpamu. Kana y Toj HejemmakocTu 3a-
MEHIMO /3 U UCKOPUCTUMO IPETXOAHY HejeIHAKOCT, 3ajeqHo ¢ (5) KoHauHO no6ujaMo
x

(8) m(x) — 77(5) > ! (log R(z) — logﬁ(g) - 210g§(\/§)).

log x
Tume CMO 331aTaK CBEJM Ha TPAKEHE IMOTOIHE JOWE W TOPHE IPAHMNE 3a (DYHKIW)Y
R(x). PaManyan je Ha TOM MECTy MCKOPMCTHO BasKHY, aJI HEEJIEMEHTAPHY APOKCH-
vammjy (Crupamrrosy gopmyiy), npema xojoj je log R(z) < 3z u log R(z) > 2 x 3a
x > 300. 3akbyuno je mna Tama BaKU

) =(5) > gz (5 - 53,

jep je R(z) < e3/2 Karo je 3a x > 400 mecua crpama Belia ox 1, 10 je Beprpanos
MOCTYJIAT NOKA3aH, HOAyme 1o neHy npumene Crupmnuarose ¢popmyme. Y unavky [3]
je mokazaHo ma ce PamamyyaHoBe omeHe MOTY 3aMEHUTH CIa0UjuM, ay eJIeMEeHTaPHIM
onenama. To fiemo yuuautu y caenehiem omemKy.

Ha oBom Mecty Tpeba momenytu na je Pamanynanm Ha Kpajy unamka, 6e3 obpas-
nokema, HaBeo ma je w(x) —mw(x/2) > 1,2,3,4,5,... sacse x > 2,11,17,29,41,....
Ta HamoMeHa je MHCIMpHCATa MaTeMarnyape na yBeny cienely meQuuHunmujy: 3a
npou3somar Npupodar 6pojn, nexa R, osnavwasa najmanu npupodar 6poj, maras
da sa cee x = R, saxmcu w(x) — m(x/2) > n. Hapasuo, takas 6poj yBek mocToju
jep je oymrmmja m(x) — w(x/2) Heorpanuyena. JemFHOCTABHO je MPOBEPUTH Aa NPBUX
ner PamanyypanoBux OpojeBa 3a10BoJbaBajy ycioBe oBe neduuunuje. [Ipumernmo na
cy csu onu npoctu Opojesu. Ilo medununumju, 3a csako x < R,,, uarepsan (x/2,x]
caap:ku HajBume n — 1 mpoct 6poj. 3aro uarepsan (R, /2, R,| cagpxu tayo n
npoctux Opojesa, mro 3Haun na je R, mpoct 6poj. Taj 3akmyduax ompaBraBa TePMUH
Pamanyuarosu npocmu b6pojesa.

4. T'panune 3a pyuruujy R(x)

Pyurnujy R(x) hiemo 3a x > 3 mocMaTpaTu y 3aBUCHOCTH O mapHOCTH Opoja |z ].

2k 2k +1
Huje Temko uzpauynaru na je R(x) = <k) 3a |z| =2k u R(x) = ( ]:_ )(k—i— 1)

3a |x] = 2k + 1. Ilo Gunomuoj ¢opmynu (6) 3a ¢ = y = 1 caemu HejeIHAKOCT

(n><2"3ac3e0<m<n AHo'enHeHaaHBamn< " )—( " )
m) - R P in/21) = \lnj2+1))

Tako y Tom cayd4ajy nmaMo aBa HajBeha OMHOMHA KoeunujeHTa. 3aTO 33 HEMApHE 7

BAKU HEJEIHAKOCT n < 271 Kako ie | + n n n <
'S lnj2)) S o n)\1) 7 \n-1) S

n/2))> .
7z<<mm0' )

[Tomohy THX esemMeHTAPHUX HEjeIHAKOCTY T00UjaMo na je % < R(r) < 2% 3a |x] =

k
22k+1
2k m (k+1) < R(z) < (k+1)2% 3a |z] = 2k + 1. Kombunyjyhu cse ope

2k +1
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HejeIHAKOCTH, TOOUjaMo

ol pole) |n) 41
7 = T a2

gmm%QWhB%;lﬂHA}:(MJ+U2Wk?

} < R@)

Axko 3amennmMo |z ca & u uckopuctumo na je x — 1 < |z < x, mobujamo

2r—1

— < R(z) < (z+1)2*72

(9)

Jemmocrasro ce mposepasa ga Bazwy (v + 1)2272 < - 27"t uw x/2 < (3/2)
je z-27~1 < 6%/2 u ogarie R(z) < 6%/2. Onarse nobujamo

(10) E(Z) < 6z/2+a:/4+m/8+--- < 6°.

©/2  Canma

Canma je jacHo na moxeMmo y (8) uckopucturu (10) u neBy mejemmakoct y (9).

5. Iloka3s

[Ipumewyjyhin ouene u3 npeTxoaHOr onesbka Ha penauujy (8), mobujamo

1 4
m(x) — ’/T(%) > og 2 (g log 3 2y/zlog 6 — log 2:0)

3a ¢ > 3. Osmaunmvo ca f(x) ¢yHEIM]y y mocmemmo]j 3arpamu. Kako 3a @ > 2 Baku
VT <a/V2< %:c n logx < x, moMolly yemHOr KajkymaTopa nodujamo
3 103 4 3
£ (10%2) = (ng §>x— (20V/101og 6)v/z — log (2 - 10%) — logz
~ 95,8942 — 113,321y/x — 7,601 — logx > 13,91z — 7,601

n C TUM

10335) 13,912 — 7,601
2 x+6,908

Tako je m(z) — w(z/2) > 1 3a & > 2000, wro moka3syje ucnpaBHOCT BepTpaHoBOr
MOCTyIaTa.

7(10%z) — 7r(

Beposarmo je MHOTe 30yHMIA ,,HEPUTOPO3HA  YyIOTPEOA KAJIKYIaTOPA Y MPETXO -
oM u3Bohewy. U ¢ mpaBoM, jep MaTeMaTUuKM IOKa3 MOpa OMTU HE3aBUCAH Ol PAUyH-
CKMX IOMaraJja, Maja HaM OHa YecTO yKasyjy Ha IPaBH IyT. 3aTO 3a Kpaj OBOT OJEsbKa
JajeMO CTPOrW MOKa3, TAKO MITO NeMO MCKOPUCTUTH cienehnu mO3HATH CTEmeHu pen

2?2 23 2t

11 log(l+2)=0— =+ — = +...
(11) og(l+z)==x 2 + 3 1 )
1
koju kouseprupa 3a « € (—1,1]. Tlomohy cmene & — — — 1 Tpancdopmumumo (11)
y jeITHAKOCT r

2 3
logx:(l_l)_Fl(l_l) +1<1_1) 4+
T 2 T 3
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koja Baku 3a & > 1/2. Vckopucerumo Taj pex 3a Ho0Ujame ropme U J0He TDAHUIE
3a JlorapuraM. 3a IOmY IDAHUIY y3MUMO IPBa TPU UIaHa Pela, & 3a FOPHY OCTaje
UJAHOBE 3aMEHMMO IOTOJHIM TeOMEeTPHjcKuUM penoM. lobujamo

_ 2 _ _ 3 2
(z —1)(11z 7$+2)<10gx<(:c 1)(32% + 132> — 52 +1)

63 1223
Te onene mam najy log (4/3) > 55/192; log 6 = log 2+1log 3 < 4753/2592, log 1000 =
3(log 2 + log 5) < 30007/4000 u log 2000 = 4log 2 + 3log5 < 24599/3000. Heka je
x 2 2. Aro ncrkopuermvo ga je /10 < 16/5, logx < x u /x < 5x/7, nobujamo

6907x 24599
648 3000 °

f(103z) >

Opnarne ciemmn

10390) 4 863375 — 664173
2 81 4000z + 30007
mro moHoBO maje w(x) — w(x/2) > 1 3a x > 2000.

7(103z) — 7r(

6. 3a kpaj

Beprpauos nocrynar cuana mebhy nmpobieme reopuje 6pojeBa y KojuMa ce UCTIUTY-
jy ropme rpaHuile T3B. NPaAskuka uzmehy npocmur bpojesa, Tj. Pa3IUKa y3aCTOI-
HUX TmpocTux OpojeBa. Heka cy pi, ps, ... y3acromru mpoctu OpojeBu. Kako Ham
Beprpanos noctynar roBopu y 6pojy mpoctux GpojeBa y MHTEPBAIY (Drn, 2pn — 2),
clemu na je ppy1 — Pn < Pn — 2. Ilocroje m jaue mpermocTaBKe, KakBe Cy, Ha
npuMep, npemnocmaera Andpuke pny1 — pn < 1+ 2y/p, u Kpameposa npem-
nocmasKra Pp+1 — Pn < C'log? p,, 3a Hexo koncrantHo C' > 0. Mebyruwm, usraena xa
opyba caBpemene MaTeMaTUKe HUCY HOpacia TUM u3a3oBuMa. Tako jeman on Hajsehinx
HepeleHnx mpobiema MaTeMaTuke, ciaaBHA Pumano8a Tunomesa y OBOM MPUMEPY
obe3bebyje camo ma BawM Ppi1 — Pn < Cy/Pnlogp,. Baker, Harman u Pintz cy
2001. rogune mokazanu na je € = 0,025. Bumetu kwury [2, crp. 32] y k0joj uurasar
Moske Halin BumIe CPOIHUX MpobIeMA.
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