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O METODU ,,JEDAN PROBLEM U VIXE VARIJANTI“
U KINESKOJ ,,BJANXI“ NASTAVI MATEMATIKE

1. Uvod

Fenomen uspeha kineskih uqenika je u proteklih nekoliko decenija postao
predmet ramatraǌa u istra¼ivaqkim radovima na temu obrazovaǌa. Uprkos uo-
biqajenom mixǉeǌu da se kineski uqenici obrazuju u okru¼eǌu koje nije pogodno
za ozbiǉno uqeǌe, oni su pretekli mnoge od svojih vrxǌaka sa zapada. Tako su, na
primer, ostvarili izuzetne rezultate iz matematike na slede²im me±unarodnim
ispitivaǌima: Inetrnational Assesment of Educational Progress (IAEP), Interna-
tional Mathematical Olympiads (IMO), Trends in International Mathematics and
Science Study i Programme for International Student Assesment (PISA).

Mnogi na zapadu smatraju da su kinseki uqenici optere²eni velikom koliqi-
nom informacija i da pola¼u stroge ispite. Me±utim, oni koji su imali pri-
liku da posmatraju rad u kineskim uqionicama, svedoci su da kineski profesori
matematike ustvari inspirixu uqenike da samosatalno misle. Na primer, oni se
trude da podstaknu uqeniqke aktivnosti daju²i im da rexavaju jedan problem u
vixe varijanti, jedan problem sa vixe rexeǌa, vixe problema sa istim rexeǌem
itd. Na taj naqin se izbegavaju unapred ,,utabane staze“ i stvara ose²aj da su
problemi promenǉivi, te da zahtevaju razliqite metode pristupa. ,,Uqeǌe kroz
varijacije“ je predlo¼eno kao jedan takav pristup (v. [1]).

2. ,,Bjanxi“ uqeǌe

Matematiqki koncepti se qesto prezentuju uqenicima kroz primere, tako
da ih uoqavaǌe sliqnosti u strukturi raznih primera vodi do generalizacije
svojstava, bilo matematiqkih objekata, bilo odnosa me±u ǌima. Pritom su bitne
mogu²e varijacije u prezentovanim primerima. Takozvano bjanxi uqeǌe, posebno
zadaci bjanxi tipa, xiroko se koriste u Kini i to je va¼na karakteristika
kineskog matematiqkog obrazovaǌa. Nastavnici matematike obiqno pripremaju
zadatke sa postepenim izmenama uslova, xto je va¼no za podsticaǌe uqeniqkog
razmixǉaǌa. Ovakvi zadaci obiqno nisu texki, ali poma¼u uqenicima da sa
razumevaǌem usvoje nova znaǌa. Svaki bjanxi zadatak sadr¼i neku inovaciju
koja poma¼e uqenicima da steknu solidnu osnovu i do±u do novih znaǌa. Takva
praksa tako±e poma¼e kasnije uqenicima da se sna±u u problemima u realnom
svetu.



Jedan problem u vixe varijanti 77

Gu sa svojim saradnicima (v. [2]) predla¼e dve vrste bjanxi uqeǌa – koncep-
tualno i proceduralno. U konceptualnom bjanxi-ju nestandardne reprezentacije
slu¼e kao varijacije koje podr¼avaju pojam. Proceduralni bjanxi se odnosi na
korix²eǌe niza premox²avaǌa. Na primer, poxto uqenici rexe osnovni za-
datak, nastavnik nudi niz drugih zadataka koji su malo drugaqiji od izvornog.
Upore±uju²i ove razliqite zadatke, uqenici otkrivaju opxta pravila. Gu i
dr. u kǌizi [2] identifikuju tri vrste mogu²ih varijacija: (1) promena uslova
zadatka – proxirivaǌe osnovnog zadatka meǌaǌem postavǉenih uslova i uopx-
tavaǌem; (2) variraǌe postupka rexavaǌa zadatka; (3) raznovrsne primene
sliqnih problema. Sliqno, Cai i Ni u [3] pomiǌu tri tipa problema s varijaci-
jama u kineskoj obrazovnoj matematiqkoj praksi: jedan problem sa vixe rexeǌa,
vixe problema sa jednim sliqnim rexeǌem i jedan problem u vixe varijanti.

Prednost bjanxi problema (koji se obiqno daju u grupi) nad pojedinaq-
nim zadacima je u postepenom pove²aǌu te¼ine i dubine zadatka. Na taj naqin
uqenici, pri uqeǌu matematike, ne ostaju ,,na povrxini“, ve² postepeno shvata-
ju dubǉa matematiqka znaqeǌa i strukture. Kako se neki aspekti problema ne
meǌaju, dok su drugi promenǉivi, uqenici se osposobǉavaju da vide opxte po-
mo²u pojedinaqnog, da uopxtavaju, kao i da uoqe posebne sluqajeve.

3. ,,Jedan problem u vixe varijanti“ u
,,bjanxi“ nastavi matematike u Kini

Bjanxi uqeǌe sadr¼i neke od karakteristiqnih metoda nastave matematike
u Kini. Ono je, kao osnovni pristup, stalno prisutno u uqionici. Tra¼eǌe vixe
rexeǌa jednog zadatka, primena odre±ene metode rexavaǌa na skup povezanih
problema, kao i variraǌe zadatka da bi se dobio qitav skup me±usobno povezanih,
predstavǉaju osnovne vextine svih nastavnika matematike u Kini. Kao poseban
oblik bjanxi uqeǌa, metod ,,jedan problem u vixe varijanti“ prisutan je u
svakodnevnoj praksi. On je i proistekao iz te prakse.

Metod ,,jedan problem u vixe varijanti“ sastoji se u variraǌu matema-
tiqkog zadatka u vixe mogu²ih pravaca i ǌegovom posmatraǌu iz vixe uglova,
zadr¼avaju²i nepromeǌenu osnovnu prirodu prblema. Meǌaju²i pozadinu zadat-
ka ili oslabǉuju²i ǌegove uslove dobijamo niz pitaǌa povezanih sa original-
nim problemom. Na taj naqin nastavnik ohrabruje uqenike da dubǉe razmixǉaju
o originalnom zadatku i boǉe povezuju odgovaraju²e qiǌenice. Tako se, korak
po korak, pove²avaju ǌihove kreativne sposobnosti i boǉe razumeju strukturne
karakteristike problema, uqi kako da se rexavaǌe problema razbije na delove
i da se postave novi zadaci.

Kada je problem rexen, nastavnik obiqno podstiqe daǉe istra¼ivaǌe ǌe-
govog sadr¼aja, formu, uslove i zakǉuqke. Koriste²i metod ,,jedan problem
u vixe varijanti“, nastavnik poma¼e uqenicima da sumiraju metode rexavaǌa
zadatka i pronalaze pravila za rexavaǌe sliqnih zadataka tako xto nalaze
xta je ,,invarijantno u varijacijama“. Ovo tako±e mo¼e pomo²i uqenicima da
poboǉxaju fleksibilnost svog razmixǉaǌa. Na taj naqin se i podstiqe ǌihova
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radoznalost i ¼eǉa za znaǌem, kao i aktivno uqex²e u procesu nastave. Ko-
rix²eǌem ovog metoda uqi se putem analogija i razlikuje posebno od opxteg, i
time se kultivixe sposobnost istra¼ivaǌa, qime se razvija naqin matematiqkog
mixǉeǌa.

Galilej je jednom rekao: ,,nauka je napredovaǌe u procesu promene naqina
mixǉeǌa“. Kada koriste metod ,,jedan problem u vixe varijanti“, nastavnici
matematike u Kini se trude da naglasak stave na istra¼ivaqke aktivnosti pri-
likom rexavaǌa zadataka, ne ostaju²i na originalnim problemu, ve² na odgo-
varaju²i i organizovan naqin razmatraju povezane probleme kako bi doxli do
dubǉih zakǉuqaka. Mnogi zadaci i primeri u kineskim u­benicima su prezento-
vani na opisani naqin, a nastavnici su osposobǉeni da pomognu uqenicima kako
bi na najboǉi naqin iskoristili takve zadatke.

U narednom odeǉku dajemo tri primera zadata-
ka oformǉenih po principu ,,jedan problem u vixe
varijanti“ i ǌihova rexeǌa. Ovo ²e mo¼da po-
mo²i u razumevaǌu ,,paradoksa kineskih uqenika“.
Na kraju ²emo diskutovati vrednost ovog metoda u
nastavi matematike.A BC

M

N

P Q

Slika 1

4. Tri primera za metod ,,Jedan problem u vixe varijanti“

Primer 1 (jednostavan).

Kako je pokazano na slici 1, neka je C taqka du¼i AB. Neka su 4ACM i
4CBN jednakostraniqni trouglovi. Dokazati da je AN = BM .
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Slika 2 Slika 3 Slika 4

Varijacija 1. Neka 4CBN rotira za neki ugao oko taqke C, kao xto je
pokazano na slikama 2–4. Ispitatiti da li jednakost AN = BM ostaje na
snazi.

Varijacija 2. Neka je 4CBN fiksiran, a polo¼aj 4ACM se meǌa kao na
slici 5. Ispitatiti da li jednakost AN = BM ostaje na snazi.
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Varijacija 3. Nacrtati dva kvadrata nad stranicama 4ABC kao na sli-
ci 6. Ispitati da li va¼i jednakost AN = BM . Ako se pomenuti kvadrati
zamene pravilnim petouglovima, xestouglovima, . . . , n-touglovima, ispitati da
li va¼i ta jednakost.

Bez obzira koje se od navedenih promena polaznog zadatka izvrxe, uvek je jed-
nostavno pokazati da je 4ACN ∼= 4MCB (invarijanta), pa u svakom od sluqaje-
va dobijamo da va¼i AN = BM . Kroz prethodno istra¼ivaǌe mo¼emo sumirati
strukturalne karakteristike i opxti metod za rexavaǌe ovakvih problema –
(1) struktura zadatka: jednakost du¼i povezana je sa podudarnox²u trouglo-
va; (2) opxti metod: na²i dva trougla qije su stranice du¼i qiju jednakost
dokazujemo, pa dokazati podudarnost tih trouglova.

Primer 2 (nexto slo�eniji).

Na slici 7 je AM ‖ BN . Odrediti kvantitativnu vezu izme±u uglova
]APB, ]PAM i ]PBN .

MA

P

B N

A

P

M

NB

(1)(2)
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(5)(6)

Slika 7 Slika 8
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Varijacija 1. Ako se polo¼aj taqke P meǌa u ravni odre±enoj pravim AM
i BN (uslov AM ‖ BN ostaje da va¼i), odrediti kvantitativnu vezu izme±u
uglova ]APB, ]PAM i ]PBN .

Da bismo uqinili razmatraǌe potpunim, klasifikujmo mogu²e situacije
prema polo¼ajima pokretne taqke P , slika 8. Uoqavamo da treba posmatrati xest
delova ravni u kojima se mo¼e nalaziti ta taqka; ti delovi su dobijeni podelom
ravni pomo²u pravih AM , BN i AB. Dobijamo slede²ih xest odgovaraju²ih
relacija:

(1) ]APB = ]PAM + ]PBN, (2) ]APB + ]PAM + ]PBN = 360◦,

(3) ]APB = ]PBN − ]PAM, (4) ]APB = ]PAM − ]PBN,

(5) ]APB = ]PAM − ]PBN, (6) ]APB = ]PBN − ]PAM.

Na primer, u sluqaju (2), koriste²i pomo²nu taqku Q za koju je PQ ‖ AM ‖
BN (slika 9), nalazimo da je ]PAM = ]APQ i ]PBN = ]QPB, pa kako je
]APB + ]APQ + ]QPB = 360◦, to je i

]APB + ]PAM + ]PBN = 360◦.

Daǉe, vidimo da u sluqajevima (3) i (6), odnosno (4) i (5) dobijamo iste rezul-
tate. Ako je taqka na granici dveju oblasti, onda ona zadovoǉava obe odgovara-
ju²e relacije.
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Slika 9

Analiziraju²i rexeǌe u raznim situacijama, vidimo da, mada je taqka P u
razliqitim polo¼ajima, metod konstruisaǌa pomo²nih linija i naqin rexavaǌa
zadatka su skoro isti, kao xto se vidi na slici 9.

Varijacija 2. Ako pove²avamo broj zadatih elemenata u zadatku, mo¼emo
da uoqimo kakve se promene dexavaju, a xta ostaje nepromeǌeno. Posmatrajmo
situacije kao na slici 10, gde je uvek i daǉe AM ‖ BN . Ako pove²avamo broj
taqaka, tako da umesto jedne taqke P dobijamo dve, tri, . . . , n taqaka P1, P2,
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. . . , Pn, odrediti kvantitativnu relaciju izme±u uglova ]A, ]B, ]P1, ]P2,

. . . , ]Pn.
Istra¼uju²i, uqenici lako nalaze da va¼i

]A + ]B + ]P1 + ]P2 + · · ·+ ]Pn = (n + 1) · 180◦.

Zbir tih uglova se, dakle, meǌa sa brojem taqaka, ali je metod rexavaǌa isti.
Varijacija 3. Situacija se daǉe mo¼e varirati kao na slici 11. Problem

se opet mo¼e rexiti na isti naqin.
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Varijacija 4. Neka se sada prave AM i BN seku u taqki C (slika 12).
Odrediti kvantitativnu vezu izme±u unutraxǌih uglova ]P , ]A, ]B i ]C
qetvorougla APBC.
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Slika 12

Sliqno kao i ranije, ako konstruixemo pravu kroz P , paralelnu sa AC,
koja seqe BC u R, i izaberemo taqku Q kao na slici 12, onda je ]A = ]APQ,
]C = ]PRB, pa iz

]APB = ]APQ + ]BPQ = ]A + ]B + ]PRB = ]A + ]B + ]C

dobijamo da je ]P + ]A + ]B + ]C = 360◦.
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Kroz prethodno istra¼ivaǌe mo¼emo sumirati strukturalne karakteris-
tike i opxti metod za rexavaǌe ovakvih problema – (1) struktura zadatka: veza
izme±u uglova na slici formiranoj od poligona i paralelnih pravih; (2) opx-
ti metod: uoqiti pogodne toruglove i postaviti odgovaraju²e jednakosti izme±u
uglova; ako se uslovi ne mogu primeniti direktno, konstrukcijom pogodnih pa-
ralelnih pravih do²i do odgovaraju²ih jednakosti.

Primer 3 (najslo�eniji).

Iz taqke P van kru¼nice sa centrom O konstruisane su tangente PA i PB
na tu kru¼nicu (A i B su dodirne taqke tih tangenti). Ako je BC preqnik
kru¼nice, dokazati da je AC ‖ PO.

Da bismo dokazali da je AC ‖ PO, dovoǉno je dokazati da je ]ACO =
]POB. To se, pak, lako pokazuje korix²eǌem jednakosti OA = OC i ]1 = ]2,
kao i uslova OA ⊥ PA i OB ⊥ PB (sl. 13).
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P
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Slika 13 Slika 14
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Slika 15a

Varijacija 1. Zadr¼avju²i izabrane taqke A, B i C i koriste²i, na primer,
Geometer’s Sketchpad, pomeramo taqku P du¼ tangente koja dodiruje kru¼nicu
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u taqki A. Oznaqimo sa E normalnu projekciju nove taqke P na pravu BC i sa
D presek simetrale ]APE sa pravom BC (slika 14). Prepuxtamo uqenicima
da aktivno istra¼uju i diskutuju me±u sobom, te da do±u do zakǉuqka da je
PD ‖ AC, s tim da taqka E mo¼e zauzimati razliqite polo¼aje na pravoj BC.
Ti polo¼aji su prikazani na slikama 15a, b.
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Slika 15b

Ako uporedimo nove slike sa polaznim zadatkom, vidimo da se preqnik BC,
tangenta PA i uslov ]1 = ]2 nisu promenili – promena je u tome da PE vixe
nije tangenta. Me±utim, kako je ta prava paralelna sa polaznom pravom PB, nama
potreban uslov ]ACO = ]PDE opet va¼i. Mada se slika promenila, bitni
uslovi zadatka nisu. Uqenici mogu lako da zakǉuqe da su oni invarijantni u
odnosu na uqiǌene promene.

Varijacija 2. Zatra¼imo od uqenika da, kao xto su malopre pomerali pravu
PB, sada paralelno pomeraju neke od drugih pravih na crte¼u i da vide da li
²e zakǉuqak AC ‖ PD ostati da va¼i. Ako smatraju da ho²e, neka to i doka¼u.
Sada je to postavǉeno kao otvoren problem.

Kroz posmatraǌe i diskusiju, uqenici ²e uskoro odluqiti da se mo¼e pa-
ralelno pomerati prava PA, kao i prava odre±ena preqnikom BC. Uqenici
zakǉuquju da se pri paralelnom pomeraǌu prave PA (slika 16) bitni uslovi
ne²e promeniti, te ²e zakǉuqak AC ‖ PD mo²i da se doka¼e na sliqan naqin.

Zakǉuqak je da je u matematici va¼no da se zanemare nebitne, povrxne karak-
teristike problema. §aci treba da nauqe da uoqe invarijantne odnose koji se
skrivaju u problemu. Samo na taj naqin ²e razumeti sr¼ problema, a to im
omogu²uje pristup ,,jedan problem u vixe varijanti“.
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Slika 16

Nastavǉaju²i da modifikujemo slike, pomerajmo paralelno pravu BC (sli-
ka 17). Preqnik BC postaje seqica ili tangenta kruga, PB vixe ne mora biti
tangenta, a uslov ]1 = ]2 ne mora da va¼i. Me±utim, uslovi normalnosti se
zadr¼avaju. Na taj naqin, taqke A, D, B, P pripadaju jednoj kru¼nici. Uqenici
mogu da naslute da je i daǉe AC ‖ PD. Dodaju²i jednu pomo²nu pravu (povezu-
ju²i A i B), lako je do²i do zakǉuqka koriste²i znaǌa o tetivnom qetvorouglu,
periferijskim uglovima i uglu izme±u tangente i tetive.

Varijacija 3. Umesto jedne taqke P posmatrajmo dve taqke P1 i P2, ali
zadr¼imo uslov ]1 = ]2. Da li se pri toj transformaciji i daǉe dobija da je
AC ‖ PD? Pustiti da taqka P2 klizi po pravoj P1D. Posmatrati, naslutiti,
a zatim i dokazati zakǉuqak (slike 18a, b).

U ovom sluqaju, uslov simetrale ugla vixe ne va¼i. Ali kvantitativni
uslovi koji su bitni za dokaz (]1 = ]2, OA = OC i dva uslova normalnosti)
nisu se promenili. Zato se, u osnovi na isti naqin, mo¼e dokazati da je AC ‖
PD. To je ,,uoqavaǌe konstantnosti u promenama“.
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Slika 18a

Varijacija 4. Pomerati taqku P i paralelno pomerati tangentu PA tako
da postane seqica kru¼nice. Zameniti taqku A dvema taqkama A1 i A2, a du¼
AO sa dve du¼i A1D1 i A2D2, normalne na pravu koja sadr¼i taqke P , A1 i A2
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Slika 18b

(slika 19). Koja je sada prava paralelna sa A2C? Uqenici lako naslu²uju da je
to prava PD1. Da li je taj zakǉuqak taqan? Svakako, treba ga dokazati.
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Slika 19

Nastavnik i uqenici zajedniqki analiziraju ovu varijaciju i nalaze xta
je sada invarijantno. Uslov ]1 = ]2 vixe ne postoji, ali uslovi normal-
nosti su ostali i sada postoje dva tetivna qetvorougla. Koriste²i teoreme
o tetivnom qetvorouglu i o periferijskim uglovima, mo¼e se dokazati da je
naslu²eni zakǉuqak taqan.

Pozivaju²i se na gorǌe varijante problema, nastavnik mo¼e sada navesti
uqenike da daǉe istra¼uju i dobiju nove varijante ovog zadatka, kao na slici
20.

Na osnovu svega izlo¼enog mo¼emo da sumiramo strukturne karakteristike i
opxte metode ovakvih zadataka: (1) struktura problema: relacije izme±u uglova
baziranih na teoremi o periferijskom uglu, teoremi o uglu izme±u tangente i
tetive, kao i teoremi o tetivnom qetvorouglu; (2) opxti metod: na²i odnose
me±u uglovima, ustanoviti koje jednakosti va¼e; ako se uslovi ne mogu direktno
primeniti, konstruisati pomo²ne linije da bi se doxlo do potrebnih relacija
izme±u uglova.
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Slika 20

5. Zakǉuqak

U nastavi matematike osnovni je zadatak da se unapredi kvalitet razmixǉa-
ǌa uqenika, kao i ǌihova sposobnost da istra¼uju prilikom rexavaǌa zadataka.
Uqenici treba da imaju aktivnu ulogu u tom procesu, tako da se sposobnost
ǌihovog razmixǉaǌa mo¼e efektivno kultivisati i razvijati. Iz navedena tri
primera korix²eǌa metoda ,,jedan problem u vixe varijanti“ mo¼e se videti da
nastavnici matematike u Kini po pravilu biraju situacije u kojima su sadr¼ane
relacije, koje qesto nije lako otkriti, a koje su bitne za rexavaǌe zadatka.
Zatim se korak-po-korak formiraju sve te¼e varijacije poqetnog zadatka, ali u
kojima su prethodno uoqene relacije i daǉe prisutne, te je rexeǌe i daǉe mogu²e
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na sliqan naqin. Na taj naqin, nastavnici podstiqu uqenike da razmixǉaju i
samostalno dolaze do zakǉuqaka. Tako±e, zadaje im se da sami postavǉaju nove
sliqne probleme, variraǌem datog, i da tra¼e ,,invarijante u varijacijama“,
kako bi shvatili u qemu je sr¼ problema.

Korix²eǌem ovog metoda u uqionici, kineski nastavnici qine interesant-
nijom nastavu matematike koja je qesto optere²ena dugaqkim izvo±eǌima i doka-
zima. Putem eksperimentisaǌa, do tada statiqke slike ili simboli poprimaju
dinamiqku dimenziju. Tako se mehaniqko prihvataǌe matematiqkih qiǌenica i
zakǉuqaka zameǌuje istra¼ivaǌem i zakǉuqivaǌem od strane samih uqenika. Za-
datak nastavnika je pritom da usmerava uqenika da obrate pa¼ǌu na veze izme±u
objekata, kao i da kombinuju stara i nova znaǌa. Osnovno je, pri ovakvom pris-
tupu, otkriti koji, mo¼da skriveni, odnosi izme±u objekata u zadatku se nisu
promenili, mada je sam zadatak izmeǌen.

Varijacije matematiqkog zadatka mogu biti beskrajne. Nastavnik qesto
ukazuje samo na neke od mogu²nosti, prepuxtaju²i uqenicima da sami pronalaze
daǉe varijante na koje ²e mo²i da se primeni ista ili sliqna metodologija
rexavaǌa. Sve ovo poma¼e uqenicima da otkriju horizontalnu i vertikalnu
povezanost matematiqkog znaǌa, xto doprinosi kvalitetu ǌihovog shvataǌa ma-
tematike. Ovo je mo¼da jedna od tajni uspeha nastave matematike u Kini.
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