
NASTAVA MATEMATIKE U SREDǋOJ XKOLI

Dr Xefket Arslanagi�

JEDNA TEOREMA U VEZI OXTROUGLOG TROUGLA
I ǋENA PRIMJENA

U ovom qlanku ²emo dokazati jednu zanimǉivu teoremu koja va¼i za ox-
trougli trougao i da²emo nekoliko primjera ǌene primjene. Ta teorema glasi:

U oxtrouglom trouglu ABC qiji je ortocentar taqka H, a R i r su
polupreqnici opisane i upisane kru�nice, va�i jednakost

(1) AH + BH + CH = 2(R + r).

Dokaz. Iz pravouglog trougla ACC1 (slika) imamo da je cos α =
AC1

b
=

AC1

2R sin β
, tj.

(2) 2R cosα =
AC1

sin β
.

U pravouglom trouglu BAA1 je ]BAA1 = 90◦ − β, pa je ]C1AH = 90◦ − β. Iz

pravoguglog trougla C1AH imamo da je cos]C1AH =
AC1

AH
, pa iz prethodnog

sledi da je cos(90◦ − β) =
AC1

AH
, odnosno

(3) AC1 = AH sin β.

Sada iz (2) i (3) slijedi

(4) AH = 2R cos α.



90 X. Arslanagi²

Analogno dobijamo i jednakosti

(5) BH = 2R cos β i CH = 2R cos γ.

Sabiraǌem jednakosti (4) i (5) dobijamo

(6) AH + BH + CH = 2R(cos α + cos β + cos γ).

Koristi²eko daǉe poznate trigonometrijske jednakosti

cos α + cosβ + cos γ = 1 + 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
i sin

α

2
sin

β

2
sin

γ

2
=

r

4R
.

Iz tih jednakosti slijedi da je

(7) cos α + cos β + cos γ = 1 +
r

R
.

Konaqno, iz (6) i (7) dobijamo

AH + BH + CH = 2R
(
1 +

r

R

)
= 2(R + r),

a ovo je jednakost (1) koju je trebalo dokazati.
Da²emo sada nekoliko posǉedica ove jednakosti.
Prvo ²emo dati dva zanimǉiva dokaza poznate Ojlerove nejednaksoti

(8) R > 2r.

Dokaz 1. Kako je R =
abc

4P
i r =

P

s
, gdje je P povrxina trougla ABC, a

s =
a + b + c

2
ǌegov poluobim, to imamo sǉede²i niz ekvivalencija:

R > 2r ⇐⇒ abc

4P
> 2

P

s

⇐⇒ abc > 8
P 2

s

⇐⇒ abc > 8
s(s− a)(s− b)(s− c)

s
(Heronov obrazac)

⇐⇒ abc > 8
b + c− a

2
· a + c− b

2
· a + b− c

2
.

⇐⇒ abc > (b + c− a)(a + c− b)(a + b− c).(9)

Da bismo dokazali nejednakost (9), uvex²emo smjene a = y+z, b = z+x, c = x+y
(x, y, z > 0), pa dobijamo da je ta nejednakost ekvivalentna nejednakosti

(x + y)(y + z)(z + x) > 8xyz.

Posledǌa nejednakost se dobija mno¼eǌem nejednakosti

x + y > 2
√

xy, y + z > 2
√

yz, z + x > 2
√

zx.

Time je i nejednakost (8) dokazana.
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Dokaz 2. Primjeǌuju²i nejednakost izme±u aritmetiqke i harmonijske sre-
dine na (pozitivne) brojeve ra, rb i rc (polupreqnike spoǉa upisanih kru¼nica
trougla ABC) dobjamo da je

ra + rb + rc

3
> 3

1
ra

+
1
rb

+
1
rc

,

odnosno

(10) (ra + rb + rc)
(

1
ra

+
1
rb

+
1
rc

)
> 9.

Kako je ra =
P

s− a
, rb =

P

s− b
i rc =

P

s− c
, to lako dobijamo jednakosti:

ra + rb + rc = 4R + r, rarb + rbrc + rcra = s2 i rarbrc = rs2.

Koriste²i ove jednakosti, iz nejednakosti (10) dobijamo, redom,

(4R + r) · s2

rs2
> 9, 4R + r > 9r, 4R > 8r, R > 2r,

xto je trebalo dokazati. Jednakost u (8) va¼i ako i samo ako je ra = rb = rc, tj.
ako i samo ako je a = b = c, dakle ako je u pitaǌu jednakostraniqni trougao.

Napomena 1. Vixe raznih dokaza (osim gorǌa dva) mo¼e se na²i u [1], [2]
i [3].

Posǉedica 1. 6r 6 AH +BH +CH 6 3R. Jednakost va¼i ako i samo ako
je R = 2r, tj. za jednkostraniqni trougao.

Koriste²i ovu posǉedicu, dokaza²emo sǉede²e tri nejednakosti.

a)
AH2

s− a
+

BH2

s− b
+

CH2

s− c
> 36r2

s
;(11)

b)
AH2

a
+

BH2

b
+

CH2

c
> 18r2

s
;(12)

v) AH tg α + BH tg β + CH tg γ 6 3R
√

3.(13)

Dokaz. a) Na osnovu nejednakosti Koxi-Buǌakovski-Xvarca (CBS) imamo
sǉede²u nejednakost:

(AH + BH + CH)2 =
(

AH√
s− a

√
s− a +

BH√
s− b

√
s− b +

CH√
s− c

√
s− c

)2

6
(

AH2

s− a
+

BH2

s− b
+

CH2

s− c

)
[(s− a) + (s− b) + (s− c)] ,

xto je ekvivalentno sa

AH2

s− a
+

BH2

s− b
+

CH2

s− c
> (AH + BH + CH)2

3s− (a + b + c)
,

a odavde na osnovu posǉedice 1 slijedi nejednakost (11).
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b) Ponovo na osnovu nejednakosti (CBS) imamo da va¼i

(AH + BH + CH)2 =
(

AH√
a

√
a +

BH√
b

√
b +

CH√
c

√
c

)2

6
(

AH2

a
+

BH2

b
+

CH2

c

) [
(
√

a)2 + (
√

b)2 + (
√

c)2
]
,

odnosno
AH2

a
+

BH2

b
+

CH2

c
> (AH + BH + CH)2

a + b + c
,

a odavde na osnovu posǉedice 1,

AH2

a
+

BH2

b
+

CH2

c
> 36r2

2s
,

tj. nejednakost (12).

v) Iz jednakosti (4) dobijamo da je tg α =
sinα

cos α
=

2R sin α

2R cosα
=

a

AH
, odakle

je AH tg α = a. Analogno dobijamo BH tg β = b i CH tg γ = c. Sabiraǌem
posǉedǌe tri jednakosti dobijamo

(14) AH tg α + BH tg β + CH tg γ = 2s.

Na osnovu nejednakosti 5.3 iz [4], str. 49, koja glasi

2s 6 3R
√

3,

dobijamo na osnovu (14) nejednakost (13).

Jednakost u (11), (12) i (13) va¼i samo u sluqaju jednakostraniqnog troug-
la.
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