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Becua Ban

PAIIMOHAJIHM BPOJEBHM

ApxureKkTOHCKA TeXHHUUKA mKoJia y Beorpamny

OBy Temy m3maraja caMm Ha ABa 4yaca Yy ApPXUTEKTOHCKO] TexHuukoj mromau. Ca-
Ipiaj OBOT UIAHKA je NONYH-eHYM ¥ IPOMMPEHK MaTepujas ca tor manarama’. Ilumm
IpenaBama je 1a YUEHUIN ca IOTIYHIM Pa3yMeBameM YCBOje MojaM PaluoHAJIHOT Opo-
ja, CBOjCTBA CKyIla PAIMOHAJHUX OpPOjeBa, CBOjCTBA Olepanuja Ha CKYIy PaluOHAIHUX
OpojeBa u ma ce HA Taj HAYMH MPUIPEME Aa Ca PA3yMEBAameM yCBOje U MOjaM PeasHOT
opoja.

1. lepuHunuja ckyma pamuoHAJIHUX OpojeBa

ITpupouu 6pojeBu Ccy ce mOjaBUIM Ka0 pe3yiTar npebpojaBama, a IPBO IPOIIN-
peme mojMa Opoja Oumo je momaBame passioMaka CKymy mpupoxuux OpojeBa. Ilojam
pa3ioMEa Be3aH je ca morpeboM Mepema BeiauumHa. Mepeme OUIO KOje BeaudmHe
CacToju ce y meHoM ynopebuBamy ¢ OpyroM BEJIMUMHOM KOjy Y3UMAMO 32 jeIUHUYHY.
Ha npumep, npu Mepemy ny:xuse oxnceura (LysKu), Ha HEra HAHOCUMO IPYIU OJCEUAK
KOju ce y3uMa na mMa jemuanuny ny:xkumy (1cm, 1m wrx). Jacuo je ma ce mehe ysex
jeMUHUYHMA OJCEUaK Caap:KaTU 1Ie0 OPOj myTa y OACEUKy Koju ce Mepu. Tako HacTaje
noTpeba mocMarpama pa3ioMaka — IO0JOBUHE, YETBPTUHE U IPYTUX [EJIOBA jeIUHUIe
Mepema.

Ca pa3BojeM apuTMeTHKe Jby U Cy OUeNy [a Pa3Marpajy pasioMiesu 6poj (pa-
3JI0MaK), Ka0 KOJUWYHUK [BAjy NPUPOAHUX OpojeBa. YONmTe, PA3JIOMKOM Cy HAjIpe

. m .
Ha3uBaHU OpojeBM 0OJMKA —, TH€ CY M U 1 NIPUPOIHU OpPOjEBH.
n

Hame mpomupemne mojMa 6poja 6uio je n3a3Baro morpebama caMme MaTEMATHRE. Y
Be3U Ca pellaBameM JUHEAPHUX jeTHAYNHA C jeTHOM HEM03aTOM IOCTAJIO j€ HEONXOIHO
yBoDeme HeraTuBHUX OPOjeBa.

ITocebHo je jacHO MCTAKHYT CMMCAO HETATUBHUX OpOjeBa yBODEmeM KOODAUHATHE
oce W KOOpAMHATHE paBHM. BaskaH MOMEHAT y MaTeMaTwui Ouio je yBoheme Opoja
myiaa. JlomaBame Hyne 1 HEraTWBHUX OpOjeBa CKymy IpUPOAHKX OpOjeBa ZOBOIAM IO

IMummene je penaxmuje uacommca na Behn €0 OBOT MATEpHjaTa MOME OUTH W3IATAH U yUCHUINMA
OCHOBHHX IIKOJIA
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ckyna nenux 6pojesa. Ckym menux GpojeBa (IO3UTUBHUX LEJMX, HyJE ¥ HETATUBHUX
[eJUX) 03HAYABAMO CIOBOM Z, Tj.

Z={.,6-3,-2-1,0,1,23,...}.

ok je ckyn N 3aTBOpeH y OIHOCY ZABE OIepanyje — cabupame U MHOKEbE, CKYT Z
j€ 3aTBOPEH Y OJHOCY HA TPU Ollepalje: cabupame, o1y3uMame 1 MHOKewe. [locebHo,
3a MpOU3BOJbHE MpUpPOHEe OpojBe a u b jenHauwna a + r = b je yBek pemuBa, aju je
camo 3a b > a ogroeapajyha BpemHocT x nmpupomas 6poj.

Cgyn Z Huje 3aTBOpEH y OIOHOCY Ha Jekeme. Ha mpumep, jemnaumue 2x = 3 u
1 — bz = 105 memajy pemema y ckymy Z. 30or Tora ce ckyn Z naje IpOmMUpPYje
(,yTama ce“) y HOBU CKym OpojeBa, y KOMe Ce HaJa3e Dellelha OBAKBUX jeIHAUMHA.

Enementu Tor ckyma cy passomuyu 00IUKA B, p,q € Z, q # 0; p je bpojunamn, a g
MMEHUJIAI] TOT PA3IOMKA. q

Pasznomke HA3MBAMO joml U payuonasrum Opojesuma (raTuncku ratio — ogmoc),
a CKym Koju OHK 00pa3yjy o3nauaBamo ca QQ, marie

Q={§’ p,QGZ,q#O}-

JennakocT pasmoMaka meduHnIme ce Ha cieneNuHAYMH:

/
P_P a0 u cano axo =9
P pqd =p'q.

. . . p bn
Kopucrehu oBy medpmuummjy, nako je gokasaru jemgakoctr — = — 3a n € Z. Oso
)
q qan
j€ BXKHO CBOjCTBO Pa3jiOMaKa: ako Ce OPOJjuadly U UMEHUAGY PASAOMKE TOMMHOHCE

UCTUM YeauM Opojem, 000uja ce Pa3LoMaK JeOHaK ca 0amuM Padsomkom. Kaxemo
[Ia Ce TAKO PA3IOMak npowupyje.

n
MebDyrum, Basku u 06paTHO: e B, n € Z — KaeMo Ja ce pa3ioMak ckpahyje
qn q
aKo ce OpojuiIall ¥ UMEHMIIAI] PA3JIOMKA MOAEJE jeJHUM UCTUM HmeauM Opojem.
1 3 5 -3 18 8§ —24
IIPMEP 1. - == —=+++! — = —— =...; — = —— = .-+ UTQ.
2 6 10 7 —42 5 —15

Y 0BOM HpUMeDPY BUAAMO Ia BPIKMO KIACU(DUKALN]Y PA3JTOMaKa IpPEMa jel-
HAKOCTH, T4 je Y OBOj CATYAIWji UMIUIMIUATHO CAADPKAHA Peatauuje eKeusaleHuyi-
je. Tako cMO y TpPETXOMHOM HpPUMEPY YOUWINW TPU AUCjVHKTHe kjiace ckyma Q uum-

ju cy cTapgapHM IPeACTABHAIM: —, ; MeDyTuM, oHM MoOry OMTH, Ha IPHMED,

75
3 18 —-24
aMeme eloM, ca: —, ——, ——.
3aMEmEeHU, PeJIoM, 6“1’ 15
Enemenre ckyna Z manazumo Mmebhy OpjeBuma oOIUKA % p € Z. Ha npumep:
3 -5 0
-=3, —=-5,-=0.
1 | "1
.. —pP _ P —-p
3uamo 1a je — = — (pa3ioMak —— CMO IPOWMPWIX ca —1). YBOIUMO O3HAKY
q —q q
_b_P 7 KaKeMO Ja je _P cymporas 6poj 6pojy B. Basxn P + (—2) =0.
q q q q q q
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-1
B) poa_

. Baxu =
q q p
Cgyn panuonasnux 6pojeBa 3aTBOPEH je y OJHOCY Ha CBE UeTUPU ajredapcke ome-
panuje: cabupame, OLy3UMame, MHOKEmE U Iebhenhe (ceM nemema nynom). Mssoheme
omepamnuja ca panroHAJIHUM OpPOjeBUMa CBOAM C€ Ha ONepalurje ca IeJuM OpojeBuMa.
Tako ce ne¢punmme:

. q P q
Bpoj = 30BeMo pemunpoynuMm Opojy — U TUIIEMO — =
b q p

T s +qr
]3+7:P q7
q S qs
p T ps—qr
¢ s g’
p r_pr
g s qs’
B:C:ﬁmr#o.
q s qr
Younmo ciaeneha cBojcTBa 0BUX omepanuja:
-n
(1) BaBEQMnGNje(—n)-Zz:—p.
q q q
(2)3an€NHE€Qjen-_—p:_—np.
q q q

(3) BamEZ,neNMEGQBaﬁmm-@:(mn)-
q q

SAIALIA

1. O6pasnoxu caenehe jenmakoctu: § = ;99 E = % @ = —3072
C PP ACHE JeA "6 —198° 11 220 —72 271

41
2. Ompenu HEKOJMKO UJIAHOBA KJIACE EKBUBAJEHIUjE DA3JIOMKA =T y ONHOCY Ha
penamujy =.
. . .0 —99
3. Hasemu roju cy on ciemehux pasiomara jeIHAKU HEKOM IeOM OpOjy: 17 Z39°
45 —45 12 17
57 3 736 1°
r r r
4. Tlokaxku na 3a 2, — € Q BasKM jeIHAKOCT p_r_P + (—7).
q s q S q S

5 U ) - 5+174 5 13 —-14 -3 15
. V3Bpmm HazHaudeHe omepanuje: 3 519 20’25 926 5 - 4°

1 - 1
6. Ompenu penunpoune Gpojese GpojeBuma: 7, R ?3, 35, -1, 1.
—1y —1
7. OGjacuu 3amro je: (a) —(—]3> = ]3; (6) ((E) ) s
q q q q

2. CBojcTBa onmepanuja + u - y crymy Q

(1) 3a cBaka Tpu Gpoja a, b u ¢ u3 ckyna Q Baku a + (b+¢) = (a+b) + c.
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(2) 3a cBaku 6poj a u3 Q je a+ 0 = a.
(3) 3a csaku 6poj a u3 Q, nocroju 6poj —a u3 Q rako na je a + (—a) = 0.
(4) 3a cBaka mBa 6poja a u b uz Q Baxku a +b=">b+ a.
(5) 3a cBaka Tpu 6poja a, bu cuz Q Baku a- (b-c) = (a-b)-c.
(6) 3a caku Opoj a u3 Q je a-1 = a.
(7) 3a csaru 6poj a u3 Q pasmmuut ox 6poja 0 mocToju 6poj a~! m3 Q Takas ma je
a-a” =1
(8) 3a cmara mBa 6poja a,bum3 Qjea-b=>-a.
(9) 3a cBaka Tpu Gpoja a, bucuz QBaku a-(b+c¢)=a-b+a-c.
360r mpeTxomHUX CBOjcTaBa KaxkeMo Ha je Tpojra (Q,+,:) nowe payuonasnuz
bpojesa.
SAIALN
2 1 1 8 3\2 15\-1 2 1 /3\-1
om0 (2-1) (0= 0/ (343 0 (57 201
8 3pquHaJ1 (—a) g 22 36 ? . ! _;75 3 (131)5 0 s " 5 |
= = ; - 777:9>; — == —.
M7+(3) s w3 (-3 O T 53
. 1 ) 1
9. Hexa je f(r) = Ja— . Oapemn: (a) f(1); (6) F(=5): (8) £(3): () FUFL):

);
(1) axo jo f(a,y) = 2% — Bay + . omems: f(0,0), £(1,0), f(~3.3);
(=1 1).
9

3. Ilopenak Ha CKyIly pamuoHAJJHUX OpojeBa

Hajope majemo crnenehy neduHumujy: pa3ioMak je no3umuear ako ce MOKe Ipe-

CTAaBUTHU KAO KOJIMYHUK IBA]jy IPUPOTHUX OpOjeBa; pannoHagan Opoj pa3auduT o HyJIe
je Hezamuean aKO HUje TO3UTUBAH.

(10)

(11)

(12)

Hasomumo caneneha cBojcrBa:

3a cBaku 6poj a u3 Q Basku TauHO jemHa of penanuja: a < 0w a = 0 win
a>0.

3a cBaka aBa 6poja a u b u3 Q ycnosu a > 0 u b > 0 noBnave na je a+b>0wu
a-b>0.

3a cBaka nBa 6poja a u b u3 Q, Basku a < b ako u camo ako je a — b < 0.

1 -2 3
IIpuMEP 2. Bpojesu 5, 3 307 OpUIALa]y TO3UTUBHUM OpPOjeBUMA.
2 _
Bpojesu —3 -2, 3 IpUIanajy HEraTUBHUM OPOjeBUMA.
1 3 1 3 -16 —16

ITPUMEP 3. ? < 57 Jep je ? — 5 = ﬁ./ a ﬁ <0 (CBOjCTBO 12),
-3 1 1 ) 1 1 5

— <0 — < —— j 10); —= < —=, jep je = < =.

5 2 < 1000 (cpoiermo 10)i =7 < =g, deple 5 <7
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Baskno je 3ama3ury jom je[HO CBOjCTBO panuoHAJHAX OpojeBa: uamehy ceaxa 08a
PAYUOHAANG OPOJa HANA3Y Ce HECKOHAUHO MHO20 PAYUOHAGAHT OPOje8a. 3aUCTa, aKO

. . a
cy a u b paznuuuTu panuoHasHn 6pojeBu u a < b, OHIa pPalMOHAJIAH OPO]

a+b .
mmehy wux: a < —— < b. Ilocrynajyhu anamorao mame, MOKe ce TOKA3ATH Oa Ce

JICKN

m3mehy a u b Hama3uw GECKOHAUHO MHOTO PANUOHAJHUX OpojeBa.

CagoM parmoHaHOM OpOjy OAroBapa jeIMHCTBEHA Tauka OpPOjeBHe oce, U de-
My JOBaMa Pa3JUYUTUM DAIUOHAJHUM OpOjeBMMa OAroBapajy IBE PA3IMUUTE TauKe.
Be3 o63upa Ha TO ITO PAIMOHAJHN OPOjeBU UMa]y IPETXOJHO ONUCAHO CBOJCTBO (30Be-
MO T'a U ,CBOjCTBO I'yCTUHE®), OHM WIAK HE ,WMCIyHaBajy“ 1eixy OpOjeBHY OCYy, Tj.
[OCTOje Tauke Ha OCU KOjuUMa He OAroBapa HujefaH pauuoHatad 6poj (o Tome Tie ce
JeTajbHIje TOBOPUTHU IPUIMKOM yBoDema peasnux 6pojesa).

2 1 .3 o 11 1 3 2
4 32 2
3A0ALU
3311 4 11 5
10. TI ' hu s —2, O, 2, = 8, 2=, =
0 Opeba"] y paCTy 1 HH3 57 27 7’ 47 15’ O’ 8’ 27 9’ 4
11. O6 j 13 < 1 <0, 1+ > o
. a3JI0OKM 3aIlTo Je: — -, — = - —_—.
e SIS e Sy Ty S AT T Ty
. . . . 1 32 1
12. Ha 0GpojesHoj ocu oapemu Tauke Koje OAroBapajy OpojeBuMa: 5?, ~30 g
e 17T 55
37105

1 1
13. Ozmpenu merkonmro Gpojesa koju cy: (a) selim on 7 a Mamu Of ?; (6) Behn

1
Ol HyJle, & Mamu 01 5; (B) Behu on —3, a Mmamu ox —2E.

2 4
14. Tloraxu na u3amebhy Gpojesa 3 u 3 mocroje paruonasauu Opojesu. Hasemm Tpum
TakBa Opoja.

15. AncosyTra BpenHocT medunuie ce Ha ckymy Q Ha ciemehu maumn: 3a x € Q je:

x, 3a x =0,
|z =
—z, 3azx<0.

Ompern: (a) [8l; (6) |~|s (o) |2 + 5 () 1(-2)°|.

16. Koju cy o pazmomun b 3a KOje BaXU ‘B‘ <17
q q
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4. IlenmyMaJiHU 3a0MC PAIIOHAJIHOT Opoja

ITocebro Ba:kHY ymory y MareMaTUON XU IPAKCU KMAjy NEIUMAJHU PA3JIOMIU.
[Tosmaro je ma ce cBakum mpUpPOIAaH OPOj MOKEe HA jeAMHCTBEH HAUMH PACTABUTU Ha
mpocre YmHUONE. AKO ce TakaB pacTaB MMEHHONA HEKOr ckpahenor pasmoMmka cacroju
caMo OJ JBOjKM, MM CaMO OJ METHLA, WJIU CaMO OJ IBOJKU M NETHNA, Tala CE TaKaB
pa3IoMaK MOXe 3aIlUCaTH Y OOJIUKY KOHAYHOT IEMUMAJIHOT Pa3IOMKA.

3 3.2 6 7 7.5 35
H 4, - = — = — = . - = - = — = .
PUMEP 4. = = o5 = 15 =06 55 = 3355 = 100 = 0%

0 _92_18_ "

5 5.2 10

Uctu pesyarar ce Moske mobuty gememeM OPOjuoIa pasioMKa MMEHUOIEM.

Axo je, mak, pasjiOMaK HECKDATWUB M Pa3jiaraime MMEHUOIA Ha MPOCTe UUHUOLE
canpxu Oap jemaH Opoj pasauuuT OJ ABOjKE W NETHUIE, TALa Ce TakaB OPOj MOxke
3amucard y OOJUKY OECKOHAYHOr MEPUOAWYHOr MEIUMAJHOr Opoja, Tj. JEeMMAJHOT
Opoja Kox Kojer je OpOj AerMMAJIHAX 3HAKOBA OECKOHAUAH U jefHA U(PA U HEKOJIUKO

madapa mocie 3ameTe Ce CTAJNHO IOHABMBA]Y. llpemcraBumo, HA mpuMeEpP, PA3IOMaK —

y BuAy memuManHor pasiaomia. llomenuBmu 6poj 2 6pojem 3, mobujamo 0,666 . ..
Taj GeckoHauaH pa3yIOMak HA3MBAMO NePuoOuuHuM; TUGpy 6 HA3UBAMO Nepuodom
paszmomra. Kpatkohe zammca panm, mepron ce 3ammcyje CaMoO jeIZHOM, C THUM A Ce

2
OKpy:kM 3arpagaMa. Ha mpumep, 3= 0,(6) (uura ce: ,Hyna meanx u 6 y nepuomu”).

[lepuon y pa3ioMKy MOKE 1a He MOUMEEe OJMAaX 134 3aleTe, a MOKe U A4 CAIp:KA
Buie ox jenne nudpe (umu o6oje). Ha npumep:

16 5 611

20 =3.066--- =3,0(6): T =0454545--- = 0,(45); o= = 1.2(34).

AKo ce y nponecy nemera Opojuona pa3JoMEa UMEHMONEM II0jaB1 OCTaTak jeHaK
HYJIM & TIPOIEC Je/hema Ce HACTABY, Taaa e CBU NaJbl OCTAIM U CBE NU(PE KOMMIHIKA
BuTy HyJge. 3aTO Ce IPUPOAHM OPOjeBM, HyJIa M KOHAUHU NEMMAMAJHA PA3IOMIN MOTY
cMaTpaTy DECKOHAYHMM MEIUMAJHUAM DPa3oMIMMa Ca NepUOIOM KOjU Ce CacTOjUu Of

2
myae: 2 =2,00---=2,(0); E= 0,4 = 0,4(0), ura.
Horoeop je u na ce menmmasHu 6POj ¢ mepuomoM 9 3aMemyje OpojeM ¢ mepromsoM

0 (c tum ma ce mperxoxua uuppa yseha 3a 1), ma npumep, 0,(9)+1,(0) = 1; 2,3(9) =
2,4.

)

Haxie,

(1) cBakm paumwonasan GpPOj ce MO¥KE NPEACTABUTA y OONUKY OECKOHAYHOL IepuU-
OIMYHOT IENMMATHOT PA3JIOMKA;

(2) cBakM MEPUOAUYHY AEIMMAJHN PA3TOMAK MOKE Ce IPENCTABUTHI Y O0IUKY 0OUIHOT
pAa3JIOMKa, Tj. CBAKUA MEPUOJIUYHN NEIVMAJHU PA3IOMaK je paluoHaJaH 0poj.

[Ipo TBpheme cmo moka3anu gako, a Apyro hemo MIyCTPOBATH HA IPUMEPUMA.

IIpuMEP 5. IlpencraButu y 001uKy 0OMYHOr PA3JTIOMEA [EPUOINYHE AEUUMATHE
paznomke: (a) 0,(8); (6) 0,(64); (8) 0,2(031).
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Pewewe. (a) Ozmaummo z = 0,8 = 0,888.... Tana je 10z = 8,888..., ma

8
onmy3uMmameM nobujamo 9r = 8, ma je x = 9

64
(6) 2 = 0,(64); 100z = 64,(64); 99z = 64; = = —

99"
(8) 0,2(031) = 0,2 + 0,0(031) ura.

Hanomewna. HaBenmenu meTon maje Tauyne pe3yiaraTe, ajdll Ta YAHEHAIA 3aXTEBA
npenu3anju qoka3. O he ydeHunm ymossaTy y CTapujuM pa3peanMa.

SAIAIN
17 8 26 9

17. 11 0 . 2. () ——: =9, i
7. Ilpencrapu y 00auKy HELMMAJHOL pa3ioMka: (a) 500 (6) 55 (8) Tt (r)510
18. Tlpencrasuru y o6muky obuunor pasaomga: (a) 0,(3); (6) 0,2(5); (B) —7,(36);

(r) 7,2(25).
19. Yuecu o3maky penamuje <, = WIX > Ha MECTO I:], Tako nga noOujemr TauHe

HEjeTHAKOCTU:

(o) S[]033 (6) S [J0.3): () =[] ~021: (1) 0.14285[ 1.

T1+ T2+ -+ Ty
- .

20. Apummemunka cpeduna BpojeBa x1, Xz, ..., Ty j€ OPOj

Onpemu apurMeTnyky cpenuny OpojeBa:

(a) S 0,25; S 1: (6) 3, 0,73; 0,69; (8) S 0,23; 0,26; S 0,25;
37 777 5 6 O e

(r) 0,011; 0,012; 0,013; 0,017; (m) 70; 70,1; 70,4; 69,7; 86,6; 71,1.

21. Axo je f(z) = 0,35z + 0,0007, oxpemn: f(0); f(—é); £(—0,002).
22. Ompemn: (a) f(=5); (6) f(5); (8) f(|z|) aro je f(z) = |z[ + =.

5. 3aoKkpyrJbuBam€

ITocmarpajmo Hajope mpuMepe 3a0KPYIJbUABAKA ACMUMAJIHAX PA3JIOMaKa Ha jeIHy
IEIIMAY.

IIpuMEP 6. 0,236 =~ 0,2; 2,(6) =2,66--- ~2,7; —7,2(56) ~ —7,3.

YommiTe, ako je mpyra memuMala Mama on 5, OPoj 3a0KPyrbyjeMo TaKO IITO
ombamyjeMo cBe memuMadtie mocie mpBe. Axko je mpyra menmMasia Beha om 5, mmm je
jemHAKa b ayu Imocie ke UMa jouI mudapa, oxaa oadalyjeMo cBe Mudpe OCUM IpBe, aju
upBy nudpy ysehasamo 3a 1. Octaje na ce oapeim MOCTyHIaK Kaxa je Apyra nudpa
5 1 mocie me HeMa ApyTux nudapa. Tana ce mpuMmemyje T3B. IPABUIIO MapHe nupe,
Ka0 y HapeIHOM IIpUMepY.

ITpMmEP 7. 0,45 ~ 0,4; 5,75~ 0,8; —0,15~ —0,2.

Amnasorao ce moctyna KoJ 3a0KpyrbUBaEmA HA k AeIUMada.

ITpPuMEP 8. (a) 3,14159 ~ 3,14 (3aokpyrieno Ha ase menumate); (6) 1,41425 ~
1,4142 (ma 4 nemmmane).
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SAIALIN

23. Baokpyram 6poj 1,7320508 ma: (a) nBe mermmaie; (6) mecT gemuMala.
24. 3aokpyrau 6poj —0,(6) Ha: a) Ha jenHy meummainy; 0) HA UETUPU OEHUMAJIE.
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